CAPITULO PRIMERO

EL CALCULO CON LOS NUMEROS NATURALES

~ Es natural empezar por el fundamento de toda la Aritmética.
el cdlculo con los niumeros enteros y positivos, y como haremos
siempre en el curso de estas lecciones, examinaremos la cuestién
siguiente : ¢ Cémo deben ensefiarse estas cosas en la Escuela?, y’
después ampliaremos nuestra investigacién examinando la cues-
tién desde un punto de v1sta més elevado para ver cuanto en ella
se ercierra.

1. Introduccién de los niimeros en la Escuecla

En este punto me limitaré a breves indicaciones que cada uno
podra completar con el recuerdo de cémo aprendi6 a calcular en
1a Escuela. Claro es que, en cuanto diga, no es mi propésito guiar
" en la practica de la enseflanza, como se hace en los Seminarios
de las Escuelas superiores, sino que me limito a acopiar el mate-
rial que ha de servir para orientacién de nuestra critica.

Las propledades de los niimeros enteros y el calculo con los
mismos son cuestiones tales, que el lograr hacerlas comprensi-
‘bles a los nifios de modo que éstos lleguen a dominarlas por
completo es un problema extremadamente dificil, el cual exige la
labor de varios afios, desde los primeros de la escuela hasta las
clases sexta y quinta de los gimnasios.

El método que hoy se sigue generalmente entre nosotros para
-estas cuestiones quizd quede completamente caracterizado por los
«calificativos de infuitivo y genélico ; es decir, que todo el edificio
de la ensefianza se construye tomando como base cosas conoci-
-das por los sentidos, elevdndose después poco a poco; y en esto
radica su diferencia esencial con el método 1égico y sistemético
.que predomina en la ensefianza superior.
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Toda la ensefianza relativa a los niimeros enteros viene a dis-
. tribuirse en forma parecida a la siguiente, en la que sin duda no
se encontrard unidad ni precisién: Todo el primer afio est4 ocu-
pado por el célculo con los niimeros desde 1 hasta 20, dedicando
el primer semestre, aproximadamente, a los numeros desde 1 hasta
10. Los ntimeros aparecen como simbolos numéricos de puntos
o de conjuntos de las cosas familiares a los nifios, sin ningin gé-
nero de- explicaciones. La adicién y multiplicacién se deducen
después intuitivamente. En el segundo grado, se manejan los nt-
meros desde 1 hasta 100, introduciendo ya el uso de las cifras
ardbigas con valor relativo y el sistema decimal. Digamos de paso
que la denominacién de cifras ardbigas, como muchas otras de
“la ciencia, no es justa; histéricamente, este sistema de numera-
cion escrita procede de los indios y no de los 4rabes.

Otro de los fines de este grado es llegar al conocimiento de
la tabla de multiplicar. Cuénto es 5x7 6 3x8, por ejemplo,
debe saberse hasta durmiendo, para lo cual tiene que aprenderse
de memoria la tabla de multiplicar, a lo que naturalmente se llega
después de haber puesto muchos ejemplos con objetos. ‘

A ‘este fin sirve excelentemente la bien conocida mdquina de
calcular, y mejor, aunque més modestamente, el Hlamado tablero
de cdlculo, que consta de un bastidor de diez alambres fijos y pa-
ralelos, sobre cada uno de los cuales pueden correr libremente
diez bolas; por un corrimiento conveniente, se asocian de tal
modo que se ve en seguida el resultado de la multiplicacién v
su escritura decimal. .

El tercer grado, por tltimo, se ocupa en el cdlculo con niime-
ros de varias cifras, basado en las conocidas reglas de las opera-
ciones fundamentales, cuya generalidad parece evidente al
alumno o debe parecérselo. Claro es que, aun no teniendo esta
evidencia, los nmos pueden llegar a dominar completamente estas
reglas; en todo caso, debe el maestro hacer uso de toda su auto-
ridad, llegando hasta el clasico: «Esto es asi, v si no lo sabes
verds lo. que te pasa.»

Todavia conviene sefialar otro aspecto de esta ensefianza, pre-
cisamente porque se acostumbra descuidar en la ensefianza su-
perior ; y es el hacer resaltar las aplicaciones del cdlculo a la
vida préactica. Desde el principio, los nimeros se introducen con
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ejemplos concretos de la vida corriente; asi aprende el nifio
pronto a calcular con monedas, pesos, masas, etc., y la pregunta
tan importante en la vida diaria: ¢ Cuanto vale ésto? es el eje en
torno del cual gira gran parte de la ensefianza.

Siguiendo la marcha progresiva de ésta, se llega después a
los ltamados «problemas de conjunto», para los cuales, ya es pre-
ciso agregar algunas explicaciones al célculo; estos problemas -
conducen a la regla de tres, la de aligacion, etc. A las palabras
intuitivo y gemético, con las que antes hemos caracterizado esta
ensefianza, podemos afiadir ahora otras, como tercera caracterls—
tlca, las de aplicaciones prdcticas. '

Si, para terminar, queremos condensar en breves palabras el
fin de la ensefianza del cdlcwlo, diremos : persigue una seguridad,
libre de toda wacilacion, en el manejo de las reglas del cdlculo
procurando un desarrollo paralelo de las diferentes facultades del
espiritu que en ello intervienen, sin que merezcan una expresa
atencion las que hacen referencia a las relaciones ldgicas de los
nimeros con que se opera.

Al llegar’a este punto, he de llamar la atencién acerca de algo
que, muy a menudo, desempena en la Escuela un papel fatal, a
saber : la oposicién entre los profesores que proceden de los Se- -
minarios (1) v los que llegan de la Universidad o centros ani-
logos. :

En la Quinta o después aparece en la ensefianza del célculo,
en lugar del profesor formado en el Seminario, el universitario,
resultando con ello frecuentemente para el discipulo una lamen-
table discontinuidad. v

- Los pobres jévenes se ven de pronto obligados a servirse de
nuevas expresiones completamente diferentes de las que hasta
entonces habfan aprendido, y cuyo uso se les prohibe ahora seve-
ramente. Un pequefio ejemplo de esto son los diferentes signos
de la multiplicacién : el 'x que los maestros elementales emplean
con preferencia al punto . de los académicos. Estas divergencias
podrian facilmente allanarse, si los universitarios se preocupasen
més de los maestros y procuraran ponerse de acuerdo con ellos.

(1) Al decir esto nos referimos a los «Seminarios» {en Espaiia, Escuelas
normales) para la formacién de los maestros de instruccién primaria, esta-
blecimientos que nada tienen que ver con los Seminarios de las Universida-
des y demas centros de ensafianza superior.
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Basta que consideremos un poco el .grande y metddico esfuerzo
que supone la tarea de inculcar en las mentes de cientos de miles
de nifios que nada saben las nociones del cdlculo, para que nos
invada un sentimiento de respecto y aprecio a los meritisimos ser- -
vicios de los maestros. Si intentdramos nosotros mismos ésto, con
toda nuestra formacién académica, j qué pocos éxitos podriamos
apuntarnos !

Sigamos adelante, después de esta disgresién, y notemos ante
todo que desde la Cuarta y aun a veces desde la Tertia el célculo
comienza ya a vestirse con el eleganle atavio de la Matemdlica,
del cual es primera muestra el calculo literal. Se designan por
ab,c, ...0 también por x, ¥, 2, ... numeros naturales cualesquiera,
que al principio siempre son enteros y positivos, y se ejecutan las
reglas y operaciones del calculo con estos nimeros simbolizados
por letras, con lo cual se elimina ya el contenido concreto e in-
tuitivo de los ntimeros. Se da, asi, un gran paso en el camino de
la abstraccign, pues puede decirse, con razén, que la Matemdtica
propiamente tal empieza con el cdlculo literal. Claro es que este
paso no puede realizarse stibitamente en la escuela, sino que el
alumno tiene que ir acostumbrandose poco a poco a tan gran
abstraccién. )

Para esta ensefianza parece absolutamente necesario que el
maestro conozca con toda exactitud las leyes ldgicas y los funda-
mentos del cdlculo v de la teoria de los nimeros enleros; aun
cuando, naturalmente, no haya de exponerlo inmediatamente al
discipulo. Detengdmonos en este punto para examinarlo mas de-
talladamente, ‘ ‘ .

1. Leyes formales del cdlculo

Histéricamente, durante mucho tiempo, se ha sumado y multi-
plicado sin darse cuenta de las leyes formales de estas operacio-
nes. En los afios del zo al 30 del siglo pasado, fueron puestas en
evidencia, por primera vez, por matemdticos ingleses y france-
ses, principalmente, las propiedades formales de aquellas opera-
~ciones. EI lector que desee informarse circunstanciadamente de
-este asunto, puede acudir como para otras muchas cosas, a la
gran Encyklopiddie der mathematischen Wissenschaften mit Eins-
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chluss ihrer Anwendungen (1); asi como también- la traduccién
francesa revisada y anotada: Encyklopédie des Sciences mathe-
muatiques pures et appliquées (2), la cual aparece, en parte, como
una segunda edicién de la primera pero mds completa ; esta obra,
«como de Matematica general, debiera figurar en toda biblioteca
fesco‘lar, pues su consulta permite al profesor matematico orientar
su actividad en la direccién que le interese. Para nosotros, en el
punto que nos ocupa, es del mayor interés el primer articulo del
primer tomo de la precitada enciclopedia alemana : H. Schubert,
Grundlagen der Arithmetik (3); cuya refundicién francesa, muy
completa, débese a Jules Tannery y Jules Molk.

Volviendo a nuestra cuestién, enumeraremos las cinco leyes
fundamentales a que conduce la adicién :

1° a+b es Siempre un nimero, es decir, la adicidn es
.practicable sin ninguna restriccion (en contraposicién con la sus-
traccién, que no lo es siempre en el campo de los ndimeros na-
‘turales). V

9.2 a+b estd determinado univocamente.

3.° Se cumple la ley asociativa:
(@+b)+c=a+(b+c)

.asi que los paréntesis pueden omitirse en esta ‘operacion.

4° Se cumple la ley conmutatioa :
at+b=b+a
3.° Se cumple la ley de monotonia : Si
b>c
23
a+b>a-tc.

(1) Leipzig, Teubnet, de 1898 en adelante. Actualmente, se ha termina-
do la publicacién de algunos tomos y estd muy adelantada la de otros.

(2) Paris (Gauthier-Villars) y Leipzig (Teubner), desde 1904. De esta
‘tradiiccién han aparecido hasta ahora menos voltimenes que de la alemana,
siendo de temer que Ja situacién creada por la guerra europea suspenda ©
al menos, retrase mucho la terminacién de obra tan importante, :

(8) Arithmetik und Algebra, redactado. por W.. Fr. Meyer (1896-1904).
‘Ed. francesa, red. por J. Molk.
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B

Estas propiedades son claras en s{ mismas, cuando se tiene en
cuenta el contenido concrete de los simbolos numéricos; pero
deben ser abstraidas formalmente para poder fundamentar iégi-
camente los desarrollos sucesivos,

En lo que respecta a la mulliplicacion, se verifican, desde
luego, las cinco leyes andlogas : ’

1° a+ta es siempre un numero.

2.° ab esid determinado univocamente.

32 Ley asociativa:

a.(b.c)y=(a.b)yc=a.b.c.
4.° Ley conmutativa:

a.b:b.c‘z‘

5. Ley de monolonia: Si

b>c¢
es
ab>ac.

Su enlace con la adicién da, por tltimo, una nueva ley.
6.2 Ley distributiva : )

ca(b+c)y=abtac,

Se comprende facilmente que.todo el calculo se puede fundar
sobre estas once leyes. Nos conformaremos con un ejemplo sen-
cillo, la multiplicacién de 12 por 7. Se tiene, segtn la ley distri--
butiva, v
7.12=7.(10+2)=70+14

y st descomponemos 14 en 10+4 (llevamos las decenas), utili-
zando la ley asociativa de la adicién :

=704 (10+4)=(70.+10) + 4 =80+ 4=84.

Simplemente con esta consideracién se ve ya todo el proceso
del conocido procedimiento de multiplicar en el sistema decimal..
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Pudieran ponerse ejemplos mas complicados, y cada uno debe
hacerlo resolviéndolos por si mismo. Sintetizando los resultados
diremos : las reglas ordinarias de la adicion y de la multiplicacion
constituyen una constante aplicacion de las mencionadas once
leyes formales a los resultados de las tablas de sumar y multipli-
car que estdn grabados en muesira memoria.

En cuanto a la ley de monotonia, ¢dénde podemos hallar su-
aplicacién ? En los célculos formales corrientes no aparece nunca ;
pero si en otra clase de cuestiones. Basta recordar aqui lo que se
llama, en el sistema decimal, la multiplicacion y division abrevia-
das.ﬂvEsta es una cuestién de gran importancia practica, la cual,
por desgracia, tanto en la Escuela como entre los estudiantes uni-
versitarios, no es suficientemente conocida todavia, aunque en la
clase Quinta sea explicada incidentalmente.

Pongamos, de nuevo, un ejemplo: Supongamos que tenemos
que calcular el producto de 567 x134, y en ambos factores, ob-
tenidos como medidas fisicas, la cifra de las unidades no estd
dada exactamente. Serfa, entonces, un trabajo indtil calcular el
producto exacto tomando ambos factores con todas sus cifras,
puesto que no se podria garantizar su exactitud ; sin embargo, po-
dr4 interesar conocer cudl es la ultima- cifra exacta de dicho pro-
ducto.; es decir, saber, por ejemplo, entre qué decenas o qué
centenas se halla su valor exacto, Esta cuestién nos la resuelve
1nmed1atamente la ley de monotonia ; pues, en efecto, de ella se
sigue que el numero buscado se encuentra entre 560x134 y
570 x 134, o entre 560x130 y 570x140. Dejo a ustedes que
terminen el razonamiénto y verdn que, en todo caso, la ley de
monotonda es de una aplicacion constante en el cdlculo abre-
viado. ' »

En lo que concierne a la ensefianza propiamente escolar, repi~
tamos que, naturalmente, no se puede hacer una exposicién siste-
mética de todas estas leyes formales de la adicién y de la multi-
plicacién. Cuando el alumno lo haya comprendido bien y esté fa--
miliarizado con el cdlculo numérico, deber4 el maestro aprovechar
la ocasién del paso al cdlculo literal para inducir, por lo menos,.
las leyes asociativa, conmutativa y distributiva, por medio de
evidentes y numerosos ejemplos numéricos que le permitan enun-
ciarlas de modo explicito. '
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Hll. Los fundamentos légicos de los nimeros enteros

Aunque en la ensefianza primaria no se pueda llegar muy arri--
ba en las dificiles cuestiones que comprende el epigrafe de este ar-
ticulo, se presenta ya all{ el problema matemdtico del dia: ¢ Como
deben establecerse estas leyes llamadas fundamentales, y cdmo se .
debe fundamentar, ante todo, el concepto de nimero?.

Trataré de dar'a ustedes una orientacién en estos problemas,
fiel a la idea directora de este curso, que no es otra que exami-
nar nuevamente las materias propias de la ensefianza escolar
considerdndolas desde un punto de vista elevado, cosa que hago
con tanto més gusto, cuanto que estas modernas ideas han llega-
do a ustedes por todas partes durante sus estudios universitarios,
pero sin que se les haya dicho nunca lo preciso acerca del valor
psicolégico que encierran.

En lo que toca al mismo concepto de nimero, su orlgen es ex-
tremadamente dificil de descubrir, hasta el punto de que se ex-
perimenta una sensacion de bienestar cuando se deja de lado su
investigacién. El que por ello se interese puede informarse méas
detenidamente sobre estas cuestiones, tan,vivar'nent,e discutidas.
por los filésofos de todos los tiempos, consultando el ya citado
articulo de la Enciclopedia francesa ; nosotros nos limitaremos a
algunas, muy pocas, observaciones.

Es una idea muy extendida la que supone el cbr}cepto de nu-
mero estrechamente unido al de tiempo, dependiendo ambos jun-
- tamente de la impresién que despierta en nosotros la sucesién de
.los fenémenos que a nuestro alrededor y en nosotros mismos se

verifican. A

Kant, entre los filésofos, y Hamilton, entre los matematicos,
son los representantes de esta interpretacién. Otros, en cambio,
opinan que el nimero tiene mds que ver con el concepto de espa-
cio, reduciendo el concepto de niimero a la simultdnea contempla-
cién de diferentes objetos con51derados en su conjunto. Por lti-
mo, hay quienes ven en las representaciones de los ntimeros las
expresiones de una especial aptitud del espiritu, la cual es inde-
pendiente de toda intuicién de_espacio y de tiempo. Esta inter-
pretacién estd bien caracterizada por la siguiente cita del Fausio
de Goethe que el profesor Minkowski aplica a los nimeros en el
lema, de su libro sobre Aproximaciones Diofdnticas:
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«Diosas, reinan augustas en la soledad,
Para ellas no hay lugar y menos tiempo.

Mientras este problema se roza sobre todo con cuestiones de
Metafisica y de Psicologia, se trata principalmente, en el mas
vasto de fundamentar nuestras once leyes formales, de un pro-
blema de Logica.

Vamos a exponer aqm cuatro diferentes modos de ver relati-
vos a las mismas :

1) Segtun'el primero, que puede considerarse representado
por Kant, estas leyes son resultados necesarios, inmediatos de la
intuicién ; consecuencia de lo cual es que la Matematica no puede
fundarse sobre hechos comprobables por la experi- \
mentacién del mundo exterior. Un ejemplo sencilloque o o o
“aclare esto: la ley conmutativa de la multiplicacién se
fundamenta por la observacién de la adjunta figura.
Si contamos los puntos por filas, como hay dos filas  Figura1
de 3 puntos cada una, resulta 3x2; si los contamos ‘
por columnas, se ve que hay 2x3; luego 2x3=3x2.

Podria pensarse, que para nimeros bastante grandes no bas-

_tard esta inmediata intuicién para llegar a la ley ; pero entonces
se acude al llamado principio de la induccidn completa: Si una
proposicion es tierta para nimeros pequefios, y de su validez
para um ndbmero cualquiera n se sigue Su certeza para n'+ 1, la pro-
posicidn es cierta para todos los nimeros, Este principio, cuyo
origen es puramente intuitivo, rompe, en efecto, las barreras ante
las que se detiene la intuicion concreta. Este es también, poco
més o menos, el punto de vista de Poincaré en sus conocidos es-
critos filoséficos. V S

Si queremos darnos cuenta de la significacién de esta cuestion
en lo que se refiere al establecimiento de las once leyes formales
hemos de considerar que la Aritmética, y en tltimo término toda
la Matematica, se apoya en ellas, y, por consiguiente, no es aven-
‘turado afirmar que admitida esta teoria para las reglas del célculo,
la seguridad de todo el edificio matemdtico se basa exclusivamen-
te sobre la intuicion, en el mds amplio sentido de esta palabra.

2) 'En segundo lugar es digna de mencién una modificacidn
de este primer punto de vista, que consiste en descomponer dichas

T
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once leyes fundamentales en un mayor ndmero de pequefios pa-
sos y tomar los mas sencillos de éstos directamente de la intui-
cién, y deducir de ellos todos los demas por via puramente logica
sin apelar nuevamente, en ningin momento, a la intuicién.

Aun cuando la posibilidad de un procedimiento puramente 15-
gico, sélo comienza después de establecer aquellas cnce leyes,
puede ya empezar anles, en cuanto se sientan las proposiciones
més simples en que pueden descomponérse dichas leyes, resul-
tando, por lo tanto, que el limite de separacion enire la mtuzcwn
v la logica se ha trasladado en favor de esta ultima.

Iniciador de esta tendencia fué Hermann Grassmann en su -
Lehrbuch der Arithmetik, publicado en 1861 (1). ‘

Como ejemplo de este modo de proceder puede mencionarse
que la ley conmutativa se deduce de la asociativa aplicando el
método de induccién completa.

Al lado de la Aritmética de Grassmann merece citarse por la
precisién de su exposicién la del italiano Peano: Aritmetices
principia nova methodo exposita (2), libro que no estd escrito en
latin, aunque asi pudiera colegirse del titulo.

Aparece escrito en un lenguaje simbdlico, caracteristico de
su autor, que permite hacer resaltar cada fase del razonamiento
desterrando el uso de las palabras_corrientes que pudieran ence-
rrar alguna idea derivada de la intuicién y evitando asi todo equi-
voco posible. Téngase presente que Peano es cabeza de una
escuela. muy extendida en Italia, la cual quiere descomponer las
premisas de toda disciplina matemdtica y, con el recurso .de un
exacto lenguaje de conceptos escritos, intenta investigar sobre sus
légicas conexiones.

3) Nos toca ahord mencionar una moderna concepcion de
estas ideas, de la que ya estd influida la de Peano ; me refiero al
modo de tratar los fundamentos de la teoria de los numeros que
supone el concepto de conjunto,

La idea general de conjunto—de su vasto alcance podran us-
tedes hacerse idea si les digo que son ejemplos particulares de

(1) Con la edicién «fiir hohere Lehranstalten» (Berlin, 1861). Los capi-
tulos que a esto se refieren han sido reproducidos en H. Grassmanns gesgm-
wmelte mathematische und physikalische Werke, editadas por F. Engel
{Leipzig, 1904, tomo II 1., pags. 259 a 349).

(2) Augustee Taurinorum {Torino, 189).
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conjuntos, tanto la serie de todos los nimeros enteros como €l
conjunto de todos los puntos de un segmento—, ha sido objeto de
una especulacién matematica sistematica por parte de Georg
Cantor, de Halle, sefialadamente, y la teoria de conjuntos creada
por él, es cultivada con el mayor interés por la generacién de los
modernos matematicos.

M4s adelante haremos un rapido examen de esta teoria ; baste;
por ahora, consignar que la tendencia de esta nueva manera de
fundamentar la teorfa de los nimeros puede caracterizarse breve-
mente con estas pocas pa ablas ‘

Las propiedades de los nimeros enteros y de las opemczones
que con ellos se efectien pueden reducirse a las propiedades gene-
rales de los conjuntos y de las relaciones abstractas que entre
ellos existen, llegandose a realizar por este camino-una exposicién
rigurosa sobre el fundamento més general posible. ‘

Como iniciader de esta tendencia debe ser citado también
Richard Dedekind, que en una memoria, pequefia en volumen
pero rica en ideas, titulada :Was sind und was sollen die Zah-
len? (1) fué el primero que dié tal fundamento a la teoria de los
nimeros enteros. ‘

Conforme a estas ideas, expone las propiedades de los niime-
ros enteros H. Weber en la primera parte del tomo primero de la
citada enciclopedia Weber-Wellstéin ; pero, realmente, la exposi-
cién es tan abstracta y dificilmente comprensible que el mismo
autor, en un apéndice del tomo. tercero (2) de la misma obra, ha
dado una teoria mas elemental, utilizando solamente conjuntos
finitos," la cual ha incluido luego en la tercera edicién del tomo
primero. Su lectura es muy recomendable a cuantos se .interesen
por eStas cuestiones.

4) Por dltimo, existe un modo puramente formal de introdu-
cir el numero, cuyo origen se remonta a Leibniz y que titimamen-
te ha. sido adoptado principalmente por Hilbert. (Véase su confe-
rencia en el Congreso de Heildelberg de 1904 : «Sobre los funda-
mentos de la Logica y de la Aritmétican) (3).

(1) Braunschweig, 1888.
(2) Angewandie Elementarmathematik. Bearb. von H. Weber, J. Wells-
tein y R. H. Weber. Leipzig, 1907,
(3) ‘Verhandlungen des 3. internationalen Mathematikerkongresses in
Heidelberg vom 8. bis 13. August 1904 (Leipzig, 1905), pag. 174 y sigs.
2
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La idea primordial de esta concepcién, es: Suponiendo dadas
las once leyes fundamentales del calculo, se puede operar con
las letras a, b, ¢, ... que representan numeros enteros cualesquiera,

' sin cuidarse de si tienen o no una significacién numérica real ; o
tn4s claramente expresado: si a, b, ¢, ... son cosas sin significa-
cién alguna o de cuya significacién nada sabemos, y suponemos
sélo que pueden ser relacionadas conforme a aquellas cnce leyes,
sin que sea necesario que estas operaciones tengan un significado
real conocido, se podra entonces operar con a, b, ¢, ... como se
hace ordinariamente con -los ntimeros reales. La tnica. cuestién
que habra de examinarse en tal caso es ésta: si operando asi se
podra llegar algund vez a resultados contradictorios. .,

Se dice ordinariamente que la intuicién nos muestra la exis-.
tencia de nimeros para los cuales son vélidas las llamadas re-
glas operatorias, y, por tanto, en ellas no se puede hallar ninguna
contradiccién ; pero siendo asi, cuando se haya prescindido de la
significacién real de los simbolos numéricos, ya no es admisible
acudir a la intuicién, y el problema se ha convertido en este otro:
demostrar logicamente que en ninguna operacion con stmbolos,
hecha conforme a las once'leyes fundamentales, se puede llegar a
contradiccidn, o lo que es lo mismo, dichas once leyes son logzca—
mente compatibles.

Al exponer el primer punto de vista dijimos que, segun él, la
certeza de la Matemética se basa en la existencia de cosas intui-
tivas, para las cuales se verifican sus proposiciones ; en cambio,
para el partidario de este segundo modo, puramente formal, de
ver la cuestién, la certeza de la Matemdtica estriba én que sus le-
ves fundamentales, consideradas de un modo puramente formal,
prescindiendo de todo contenido intuitivo, formen un sistema lo-
gico no contradictorio. ‘

Para terminar este punto agreguemos algunas observaciones :

a) Hilbert ha formulado, en su conferencia de Heidelberg,
estas ideas fundamentales, pero sin llegar a desarrollarlas por
completo ; més tarde avanzé algo en el mismo camino en uno de
sus cursos, pero después nada ha vuelto a hacer en esta materia ;
puede, pues, decirse, que se‘ha limitado a presentar un programa.

b) La tendencia a desligarse de la intuicién y a mantenerse
siempre en un terreno puramente 146gico, nos parece. 1mpract1mble'
de un modo absoluto Un resto, un minimum de intuicion, liene



que quedar siempre én el fondo ; aun cuando se formule de un
modo abstracto, siempre va unida una cierta intuicién a los sim-
bolos con'que se opera, siquiera para poder reconocer estos simbo-
los y aunque s6lo sea pensando en la forma de las letras.:

¢y Aceptemos, sin embargo, que el problema en cuestién
haya quedado satisfactoriamente resuelto y, por consiguiente, de-
mostrada la compatibilidad de las once leyes fundamentales. Aun
entonces ocurre una observacién, a la que conviene dar toda la
importancia que merece, a saber : la de ser evidente que mediante
consideraciones de esta naturaleza no se ha fundamentado, y, mds -
atn, no se puede fundammtar la Aritmélica. Es imposible por via
puramente légica démostrar que las leyes cuya compatibilidad se
ha supuesto sean realmente aplicables a los nimeros que nos son
conocidos por la intuicién ; que los entes indeterminados de que .
se habla en aquellas leyes puedan ser numeros reales, y que las
relaciones que alli aparecen puedan equivaler a los procesos rea-
les de la adicién y de multiplicacién en su clara significacién in-
tuitiva. Lo que realmente se deduce de aqui es que el problema,
grande en su complejidad y aparentemente irresoluble, de funda-
mentar la Aritmética, comprende dos partes, y que Ya primera,
el probléma puramente légico de establecer principios funda-
mentales o axiomas e investigar su mutua independencia y com-
. patibilidad, es perfectamente abordable. La segunda parte, que
pertenece mas- bien a la teorfa del conocimiento representa, en
cierto modo, la aplicacién de aquellas investigaciones légicas
a las relaciones reales, y apenas si ha sido tomada en considera-
cién, éunque naturalmente debiera abordarse al mismo tiempo
que la primera, si realmente se ha de fundamentar la Aritmé-
tica con el debido rigor. :

Esta segunda parte plantea una cuestién muy honda, cuyas
dificultades tienen sus raices en la teorfa del conocimiento. Pu-
‘diera, quizé4, darse una exacta idea de la naturaleza de este pro-
‘blema mediante ésta casi paradéjica afirmacién : Quien pretenda
‘hacer pasar como Matemadtica pura investigaciones légicas pu-
ras, como consecuencia de la segunda parte del problema que
nos ocupa, habrd dado a los fundamentos de la Aritmética y, por
tanto, a la Aritmética misma, el cardcter de Matemdtica aplicada.

Conviene insistir en este asunto, porque. sobre él se incurre

[
'
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5

“frecuentemente en errores e incomprensiones, y aun hay muchos

que pasan sencillamente por alto la existencia de este segundo
problema. Naturalmente, no es este el caso de Hilbert, pero,
cualesquiera que sean las afirmaciones o contradicciones a que
lleguen los que prescindan de esta segunda parte del problema,
carecerdn de valor. El profesor Thomae, de Jena, ha calificado a
los que se ocupan casi exclusivamente en investigaciones abs-
tractas 'y légicas sobre entes que nada significan y principios
que nada dicen, vy no solamente no paran su atencién en aquel
segundo aspecto del problema, sino que, como a menudo ocurre,
olvidan todo lo demés de la Matemética, con la feliz denomina-
cién de pensadores sin pensamiento. Claro es que no se puede
aplicar este irénico calificativo a las personalidades que se de-
dican a estas investigaciones al par que a tantas otras de indole
distinta. ‘

En relacién con esta ojeada acerca de los fundamentos de la
Aritmética, conviene agregar todavia algunas consideraciones ge-
nerales. Se ha pensado y dicho repetidas veces que la Mateméa-
tica puede y aun debe ensefiarse por un método exclusivamente
deductivo ; derivando légicamente todas sus proposiciones de una’
serie de axiomas previamente establecidos. Este procedimiento,
que cuenta en su apoyo la autoridad histérica de Euclides, no co-
rresponde én todo caso al proceso evolutivo de la Matemdtica.
Por el contrario, ésta se ha desarrollado de un modo semejante
al arbol, el cual no sélo crece desde las méas finas fibrillas de
sus raices hacia arriba, sino que al mismo tiempo que se desarrolla
y extiende sus ramas 'y hojas, sus raices penetran mas y més pro-
fundamente en el suelo en que arraiga. De la misma manera,

- puede decirse que la Matemética surgié a partir del instante eft
que la inteligencia humana llegé a cierto grado de madurez y ha
progresado después, atendiendo a las necesidades de la Ciencia
misma y a las exigencias de cada momento, tanto ampliando sus
condcimientos, como, en la medida correspondiente, depurando e
investigando sus principios. Asi, por ejemplo, al examinar lo rela-
tivo a los fundamentos de la Aritmética, nos colocamos hoy en un
punto de vista muy distinto del de los investigadores de hace po-
cos decenios ; y los que hoy pueden enunciarse como los dltimos
principios, seguramente quedardn postergados dentro de algtin
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tiempo, cuando las dltimas verdades se vayan analizando con
més precisién y reduciendo a ideas mds simples y generales.
Puede, pues, asegurarse que tampoco en lo que respecta a la in-
vestigacion de los principios de la Matemdtica se ha dicho la lti-
ma palabra; y, por consiguiente, tampoco se puede enunciar el
punto de partida preciso que dé un fundamento absoluto a la
ensefiansa. '

Otra observacién quisiera hacer, acerca de la relacion entre la
actividad ldgica y la intuitiva de la Matemdtica, entre lo que se
llaman matemdticas puras y aplicadas. Ya antes hice notar que
en la escuela, desde el principio, acompaiian las aplicaciones a la
ensefianza del cdlculo; de modo que el discipulo no sélo com-
prende las reglas, sino que con ellas aprende a realizar algo. Asi
deberfa ocurrir siempre, de un modo normal en el cultivo de la
Matematica.

" Las relaciones puramente loégicas deben quedar por decirlo
asi, como el esqueleto del organismo de la Matemdlica; que da a
ésta su caracteristica solidez y certeza. ”

Pero lo vivo de la Matematica, sus mis- 1mp0rtantes estlmulos,
"su eficacia externa, estriban siempre en sus aplicaciones, es de-
cir, en las correlaciones de aquellos entes puramente légicos con
todos los demés dominios del saber. )
"Pretender desterrar de la Matematica las aplicaciones, equi-
valdria a querer concentrar la vida'de un animal en su osamenta
Unicamente, -sin - parar la atencién en sus musculos, nervios y
visceras.
Repetidas ‘veces se realiza en la investigacion cientifica una
divisidn del trabajo entre la ciencia pura y la aplicada; pero
al hacerla debe procurarse que las relaciones entre ambas se
" conserven para el buen desarrollo de la ciencia ; y, en todo caso,
y quede aqui claramente dicho, en la escuela es imposible tal di-
vision del trabajo y la consiguiente especializacion de cada maes-
tro. Imaginese una escuela en la cual un maestro sblo tratase de
los niimeros como simbolos sin significado concreto; otro, cuyo
trabajo consistiera en dar a estos simbolos el significado conve-
niente para que representen nimeros intuitivos; un tercero, un
cuarto, un quinto, etc., que dieran a conocer las aplicaciones a la
Geometria, Mecanica, Fisica, etc., y que cada uno de ellos traba-

7
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jara en completa independencia de los demés. A nadie se le
ocurre pensar como posible en tal organizacién de la ensefianza ;
ni los alumnos podrian’ comprender nada, ni los profesores po-
drian entenderse entre si. Las propias necesidades de la ensefianza
escolar exigen en cada uno de los maestros, un cierto grado de
enciclopedismo, una.orientacién amplia, tanto en las matematicas
" puras como en las aphcadas lo que lleva consigo el remedio con-
tra el grave mal que significaria un excesivo desmenummlento
de la ciencia. - :

Un resultado practico de estas gbservaciones es el consigna-
do en los acuerdos del Congreso de Dresde, a que ya nos he-
mos referido. En ellos se recomienda precisamente la Matem4-
‘tica aplicada, que desde 1898 ha sido exigida en los ex4menes
‘de maestros en una seccién especial, como elemento necesario
a toda formacién matemdtica normal, de modo que aparezcan
siempre ‘combinadas las aptitudes del maestro para las mateméa-
ticas puras y aplicadas. Citemos también, a este respecto, que
la comisién de ensefianza publica en el Hamado «Plan de Me-
ran» (1), establecia estas fres cosas como fin de. la ensefianza’ ma-
temética en la clase de Oberprima (superior) : ’

* Una ojeada cientifica sobre la construccién sistemética
de la Matemética. '

2.2 Una cierta facilidad en la resolucién completa de proble-
mas numéricos y gréaficos. : ,

3.* Un estudio sobre la significacién del pensamiento mate-
-mético en las ciencias naturales, y, en general, en la cultura mo-
derna. - o

Estos tres puntos comprenden todo el programa al que estoy
plenamente convencido es preciso ajustarse. \

IV. Practica del cclculo con numeros enteros

Después de laq explicaciones ultimas de carécter predominan-
temente abstracto, vamos a tratar ahora de cosas més concretas,
como es la.prdclica del calculo nUMETICO. -

(1) Reformvorschlige fiir den math. und naturw. Untervichl, iiberreicht
der Vers. d. Naturforscher u. Arzte zu Meran (Leipzig, 1905), Puede también
verse en el informe de la Comisién, pdg. 93 (citado en la pagina II), asf
como en Klein-Schimmack, pag. 908 (cit. en la pag. .IID).
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Como obra aproplada para orientarse en esta cuestion puede
citarse, preferentemente, el articulo de la Enciclopedia sobre
Calculo numérico de R. Mehmke. (Encykl, tomo I, parte 2, F.) .
' Para dar mejor una idea general de los asuntos que integran
esta cuestiéon basta examinar el contenido de dicho articulo. Cons-
ta éste de dos partes, a saber:

A) La teoria del cdlculo exacto; B) La teorla del célculo
aproximado.

En A) se comprenden todos los métodos que facilitan el calcu- -
o exacto con néimeros enteros grandes, por ejemplo, las disposi-
ciones mas cémodas de los esquemas del calculo, las tablas de
productos y de cuadrados, y, en partlcular, las méquinas calcula-
torias en que pronto nos ocuparemos.

En B, por el contrario, se trata de cuanto se refiere al grado de
aproximacién del resultado, es decir, de los procedimientos con
los cuales se obtienen sus primeras cifras exactas; en particular,
de las tablas de logaritmos y anlogas, de la regla de cdlculo, que,
en realidad, es una tabla grafica de logaritmos dlspuesta de
‘un modo especial ; y, por tltimo, ‘también de los numerosos e
importantes métodos graficos.

Ademés, merece recomendarse el pequeno libro de J. Liiroth’
Vorlesungen iiber numeriches Rechnen (1), que esta escrito en
forma muy agradable por un perito en la materia y da una rdpida
or1entac1on :

.De entre todo Jo que se refiere al célculo con nimeros ente-
10S, VOy a ocuparme preferentemente de las mdquinas de calcular,
de las que existen un gran namero de diferentes e ingeniosos mo-
delos, de constante aplicacién en Bancos y Oficinas, y, por tanto,
de reconocida importancia practica.

Uno de los tipos mas extendidos, es la Brungsw1ga fabricada
por la casa Grimme, Natali y Compafiia de Brunswick. Es una de

" las maquinas mas reducidas y sencillas, y aun cuando no pueda
decirse que es la mejor, posee en cambio la gran ventaja de su
relativa baratura.

Su construccién es debida al matemético ruso Odhmer y ha
sido conocida primitivamente bajo el nombre de aritmdmetro.
Explicaremos el funcionamiento de esta maquma con algun dete-

(1) Leipzig, 1900,
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nimiento, como un ejemplo. tipico, y para la descripcién de otras
maquinas, puede acudirse a los ya citados libros, en los cuales
figuran. La descripcién que yo hago de la Brunswiga sélo servira.
para que se hagan ustedes cargo exacto de ella, si después exa-
minan detalladamente la maquina y la hacen funcionar.

El aspecto exterior de la Brunswiga muéstrase esquematica-
mente en la siguiente figura (fig. 1) : Una caja fija, el tambor, en
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Figura 1

cuya parte inferior estd adosada otra caja mas pequena y alarga-
da, el carro, que puede correrse a derecha e izquierda a lo largo
del. tambor ; del costado derecho de éste sale una manivela que
se puede hacer girar con la mano. :

En el tambor hay una serie de ranuras verticales sucesivas
y al lado de cada una, y de arriba abajo, aparecen marcadas
las cifras 0, 1, 2, ..., 9; de cada una de estas ranuras sale un
gatillo, .S, que puede colocarSe al lado de cualquiera de estas ci-
fras. A cada una de estas ranuras corresponde abajo, en el carro,
una abertura circular bajo la cual puede aparecer una cifra.

Para hacer més clara la construccién y el funcionamiento de
la médquina, vamos a describir cémio se ejecuta una determinadg
operacién; por ejemplo, la maltiplicacign.

El procedimiento es el siguiente : Primeramente se escribe el
maltiplicando sobre el tambor mediante los gatillos que salen. de
las ranuras del mismo; para lo cual, se lleva, empezando por la
derecha, el primer gatillo al lado de la cifra de las unidades del
multiplicando, el segundo al de la cifra de las decenas, y asi su-
cesivamente. Si, por ejemplo, es 12 el multiplicando, se lleva el
primer gatillo al 2, el segundo ally todos los demé4s se dejan en
el cero (fig. 1).
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Ahora se hace girar una vuella completa hacia la derecha a la
manivela; aparece entonces bajo los agujeros del carro el multi-
plicando ; en nuestro caso, un 2 en el primero de la derecha y
un 1 en el segundo, en tanto que en todos los demas queda el cero.

‘En el lado izquierdo del carro hay un contador constituido por
una serie de agujeros y en el que, en la operacién que vamos
haciendo, aparece un 1, que indica que hemos dado una vuelta
comipleta a la manivela (fig. 2). En general, cuando ¢l maltiplica. -
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dor es de una sola cifra, se dan tantas vueltas completas a la ma-
nivela como indica aquélla, e inmediatamente aparece en la parte
_izqmmda del carro el mulliplicador y en la derecha el producto.
© ¢ Cémo realiza esto el aparato? ,

Primeramente hay dentro del carro, bajo cada uno de los agu-
jeros del contador, una rueda dentada cuyos dientes llevan las
cifras 0, 1, 2, ..., 7, 8, 9. Un engranaje obliga a esta rueda a girar
en cada vuelta de la manivela una décima de vuelta ; asi que la
cifra que aparece bajo el primer agujero de esta parte del carro,
indica, en efecto, el nimero de vueltas dadas a la manivela, y,
por lo tanto, el multiplicador. .

Veamos lo que se refiere a la formacidn del producto; bajo
cada agujero de la derecha del carro hay una rueda anéloga a la
anterior. ¢ Cémo se explica, ahora que para una misma vuelta
dada a la manivela, en el ejemplo propuesto venga un 2 al pri-
mer agujero y un 1 al segundo? Aqui radica lo caracteristico de
la construccidén de la Brunswiga. A

Bajo cada ranura del tambor hay montado sobre el eje de la
manivela, un disco (rueda motriz) al que estan unidos, en direc-
ci6én de los radios, 9 dientes movibles. Mediante el gatillo que so-
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" bresale de la ranura, de que antes se hablé, se hace girar un ani-
llo R que guarnece el contorno del disco, de tal modo que al sa--
car el gatillo S junto a los nimeros 0, 1, 2, ..., 9 el anillo permite
que sobresalgan del borde del disco otros tantos dientes (en la
figura 3, dos dientes).-

4 Estos dientes encajan directamente en las ‘ru‘ed;as dentadas que
se hallan bajo los agujeros correspondientes del carro, v en una
vuelta de lg manivela cada rueda motriz empuja, por consiguiente,
tantos dientes de la rueda correspondiente al carrg como dientes
han quedado salientes en aquélla, es decir, tantos como indica la
cifra que estd al lado del gatillo. -

Segin esto, en el ejemplo de que vamos dando cuenta, al par-

F'Figura 3

tir de la posicién en que estdn los ceros en los agujeros de la iz-
quierda del carro y dar una vuelta a la manivela, la rueda de las
unidades del rambor hace salir el 2y la de las decenas el 1 en los
agujeros correspondientes del carro. Al dar una segunda vuelta,
la rueda de las unidades gira en otros dos dientes y la de las
decenas en uno y, por consiguiente, aparecerd 24, y del-mismo
modo dando tres vueltas aparecerd 86=3.12; dando cuatro vuel-
tas, 48=4.12. .

Dando una quinta vuelta a la manivela, habrfamos hecho gi-

rar a la rueda de las unidades otros dos dierites y, por tanto, vol-
verd al 0, mientras que la’ rueda de las decenas hard aparecer el



5 en el agujero correspondiente, de modo que parece que obten-
~driamos, asf, el producto falso 50, en lugar del exacto 60. Pero no
ocurre asi, sino que aun cuando, en efecto, un poco antes de ter-
minar esta quinta vuelta de la manivela aparece el producto falso
50, acabando de darla por completo, aparece en el dltimo instan-
te la cifra 6 en lugar de 5, con lo que se obtiene el resultado exac-
to. Aqui ha. funcionado, pues, algo que ‘hasta ahora no ha sido
descrito, y que en las maquinas de ca]qﬂar constituye la parte
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mas delicada de su construccién, el paso de las decenas, El prin-
cipio en que se funda es el siguiente: Cuando una de las ruedas
del carro (en nuestro ejemplo; la rueda de las unidades) pasa po7
cero, entonces oprime a un diente lateral de lo. rueda motriz con-
tigua (de las decenas) y la hace engranar con la rueda correspon-
diente del carro de modo que ésta gira un diente mds de lo que sin
el artificio hubiera girado. Los pormenores de esta disposicion se
comprende a la sola vista del aparato.. En’ mdquinas de otros
sistemas, los mecanismos que realizan al paso de las decenas
son muy diferentes, por lo cual no insistimos en mas pormenores
acerca de ello. ' '

El modo de actuar de esta maquina estriba, como ven ustedes,
en esencia y dicho en pocas palabras, en que ¢s una mdquina de
sumar que a todo mimero que aparece w la derecha del carro, le
agrega, al dar una vuella a la manivela, el mimero inscrito en el
tambor. ‘ '

Para terminar diremos a]go acerca de la disposicién dada a
esta maquina, que permite operar con multiplicadores de wvarias
cifras. Supongamos que queremos hallar el producto 15.12; se-
gun lo antes dicho, habrfa que dar 12 vueltas al manubrio y, ade-
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maés; si se quiere que en la parté izquierda del carro aparezca el
multiplicador, deberia haber allf un paso de decenas. Se evitan
ambas cosas por el siguiente mecanismo ;: Efectuaremos, primero,
la multiplicacién por 5, de modo que en la izquierda del carro
aparece el 5 y en la derecha 60, corremos ahora el carro un lugar
hacia. la derecha, con lo cual la rueda de las unidades de éste que-
da aislada y no trabaja ya; la de las decenas viene a colocarse
debajo de la ranura de las unidades del tambor, y as{ sucesiva-
"mente las demés ruedas del carro, mientras que por la parte iz-
quierda de éste, en lugar del contador de las unidades viene a
ponerse en relacién con el engranaje ligado a la manivela el con-
tador de decenas. Entonces, al hacer girar una vuelta a la mani-
vela, aparece el 1 en el agujero de las decenas de la izquierda,
leyéndose, por lo tanto, 15 en esta parte del carro ; a la derecha no

L . 60-
resulta como antes hubiera ocurrido la suma

- +12
o, dicho de otro modo, puesto que el 2 ha pasado a la rueda de las
decenas y el 1 a las centenas: 60+ 120, que e el verdaderc’ pro-
~ ducto.

, Sino

Como vemos, esta maﬁi;bulaoio’n es la exacta traduccion me-
canica del procedimienio usual de multiplicacion de nimeros de -
varias cifras, en el cual, cada proclucto del multiplicando por cada
cifra del multiplicador se corre un lugar hacia la 1zqu1erda respec-
to del anterior, se escribe debajo de é1 y después se suman. Exac-
tamente igual se multiplican aqui nimeros de varias cifras ; pues,
después.de cada multiplicacion parcial, el carro se corre 1, 2, ...
lugares hacia la derecha y entonces se dan tantas vuelias a la
manivela como. indica la cifra de las decenas, centenas, ... del
maultiplicador.

La méquina realiza otras operaciones, como puede verse direc~
tamente manejandola : baste aqui hacer notar que la sustraccion
y la divisidn se operan girando el manubrio en sentido opuesto al
de la multiplicacion.

" Obsérvese, también, que el principio tedrico de la mdquina es
completamente elemental, y representa solamenie una realizacion
practica de las reglas que se aplican en el cdleulo numérico. Des-
pués, el que la maquina funcione con seguridad, que todas sus
partes encajen mutuamente y sin tropiezos, que las ruedas denta-
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das no giren més que lo necesario, etc., son cosas que quedan a la
pericia del constructor y de los mecanicos que la fabriquen.
Dediquemos un momento todavia a examinar la significacion
general del trabajo que realizan las mdquinas de caloular, que
evitan al matemdtico el trabajo mecdnico del calculo numérico,
llevédndolo a cabo no sélo més rapidamente, mas.sin errores, ya
que la maquina no puede cometer los que, por distraccion, co-
mete el hombre cuando calcula. En la existencia de tales maqui-
nas se ve precisamente una confirmacién de que para el cdlculo,
lo que importa no es lo que signifiquen los nimeros enteros, sino
dnicamente las reglas formales, puesto que la méquina realiza
“éstas, como antes queda dicho, y no puede tener una nocion .
intuitiva de la Significacidn de los nimeros. Asi, no debe extra-
fiar, ni parecer casual, que un hombre como Leibniz, pensador
abstracto de primera linea, pero dotado de un espiritu eminen-
temente practico, fuera al mismo tiempo el padre de la Matemd-
tica formal y ‘el Inventor de la primera mdquina calculatoria. Su
méquina se conserva todavia hoy entre nosotros, y es una de lo$
" objetos més preciosos del Kastnermuseum de Hannover. No es®
histéricamente crefble, esta es al menos mi opinién, que Leibniz
persiguiera con el descubrimiento de la maquina de calcular so-
lamente un fin practico, sino.que precisamente con ‘ella quiso
poner bien de manifiesto el caricter puramente formal de la
operam(‘m matematica. ‘
Claro es que tampoco quiso Leibniz al construir su maquina
de calcular rebajar el wvalor del pensamiento matemdtico; y sin
embargo, de la existencia de tales maquinas hay ahora quienes
pretenden inferir tal conclusién. Si la actividad de una ciencia, se
dice a veces, puede ser realizada por el uso de una méquina, no -
‘debe’ de ser gran cosa el contenido de ella, y cabe asignarle un
papel infimo ; pero basta, para desvanecer tal argumento, tener en
cuenta que el matemdtico, aun cuando opere con nimeros y for-
mulas, de ningin modo es un pobre remedo de la maquina infa-
lible, que no solamente no es el pensador sin pensamiento de
Thomae, sino que, por el contrario, se plantea sus problemas
" con fines concretos, Gtiles e interesantes, resolviéndolos siempre
" de modo original y caracteristico. Solamente para descargar su
mente de ciertas operaciones queé se repiten de un modo unifor-
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me, ha ingeniado tales mecanismos, y aun en esto, no debiera
olvidarse que él es quien las ha inventado, y ¢l quien las enco-
mienda los tnicos problemas que pueden resolver, para que le
den los resultados.

Para terminar esta primera parte, permitaseme expresar el de-
seo de que, dada la gran importancia de las maquinas de calcular,
se extienda su conocimiento y uso a otros sectores que, desgra-
ciadamente, prescinden de ella. Sobre todo, naturalmente, quisiera
yo que todo maestro estuviese familiarizado con el uso de estos
aparatos, y, aun mas, que a ser posible, no saliese de nuestras
Escuelas ningin alumno sin. que, siquiera una vez, hubiese mane-
jado una mdquina de calcular.
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CAPITULO

LAS PRIMERAS GENERAL,IZAC!QNES DEL CONCEPTO
' DE NUMERO '

Dejando a un lado los ninieros enteros, vamos a.tratar en

_este capitulo de la generalizacion del concepto de nimero. En la

escuela se acostumbra hacer .- esto, s:guiendo un procese cuyas
fases sucesivas son las siguientes :

1) Introduccion de los quebrados y cdlculo con los mismos.
2) Operaciones con numeros negativos, al mismo tiempo que

se comienza el calculo literal. :

3) Exposicidn mds o menos detallada del confcepto de nime-
ro irracional mediante ejemplos tomados de diversos. problemas,
de los cuales surge poco a poco la idea del contmuo de todes los
numeros reales.

Queda al juicio del profesor el orden en que han de tratarse

‘los dos -primeros puntos ; aqui nos ocuparemos, en primer lugar,

de los ndmeros negativos.

I. Los nimeros negativos

Ante ‘todo, una observacién relativa a la termmologla de estos
ntmeros. En la escuela se consideran los niimeros positivos y ne-
gativos como nameros relativos en contraposicién con oé «abso-
lutos» (positivos) ; en.tanto que en la Universidad no es corriente
tal lenguaje. No sélo esto ; en la escuela, al mismo tiempo que la
de «ntimeros relativos», aparece la designacién de «ndmeros al-
gebraicos» (1) que nosotros usaremos aqui en otro sentido muy
distinto.

’1) Véase, por ejemplo, Mel‘llex, Hauptsditze der I‘lementmmathematzk

- (19 'ed., Berlin, 1895), pag. 77.
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En lo que respecta la formacién e mt10ducc10n de los ntime-
ros negativos, seremos breves, _ya que son familiares al lector, y,
en ultimo término, puede orientarse facilmente sobre ellas, segtin
lo que aqui digamos. Puede consultarse la ya citada obra de
Weber-Wellstem y el libro Algebraischer Analysis, de H. Bur-
khardi (1), que por todo su contenido es altamente recomendable.

Los nimeros negativos aparecen cuando se trata de hacer po-
sible la sustraccidn en todos los casos. Si a<<b, entonces a—b
€s un simbolo que carece de significado en el campo de los nu-
meros enteros ; pero, €n camblo, existe el nimero b—a=c y se
pone

4
.y se le llama mimero negativo. A esto se agrega la represen-
tacién de todos los niimeros enteros, mediante la escala forma-

—R—A—E—O— B — N —— B
—4 -3 -2 —1 041 +2 48 4

da por puntos equidistantes del punto cero, a wno y otro lado
en la recta indefinida que se llama eje de abscisas. Esta interpre-
tacién geométrica es hoy familiar a toda persona medianamente
culta ; debiéndose, sin duda, su divulgaci6n a la conocwhslma es-
cala termométrlca. _

Un ejemplo intuitivo muy usado de los nimeros negativos es
el de los saldos de las cuentas comerciales, en que los calculos
se hacen sobre el Debe y el Haber.

A pesar de todos estos ejemplos y muchos més que pudieran
ponerse para aclarar el concepto de niimero negativo, no puede
desconocerse la gran dificultad de su introduccién en la escue-
la. El alumno estd acostumbrado a ver en los ntimeros, primero, .
y mas tarde en las letras con que opera, representaciones de
cosas reales y concretas, y en las operaciones con nimeros o
letras las correspondientes operaciones con las cosas, y se en-
-cuentra ahora algo de naturaleza muy diferente, con los ntimeros
‘negativos que no tienen nada que ver con . la ‘imagen sensible
que se ha forjado del namero, y, sin embargo, ha de .operar con
«ellos, aunque las operaciones han perdido aquella significacién

-

(1) Leipzig, 1903; tercera edicién, 1920.

i
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clara e intuitiva que antes tenfan. Se presenta, pues, aqui por pri-.
mera vez, el paso de la matemdtica prdctica a la formal, para cu-
ya completa comprensién es precisa en alto grado la capamdad
de abstraccion, .

Veamos ahora lo que sucede en cada una de las operaciones
fundamentales al introducir los nimeros negatlvos. Resulta, des-
de luego, evidente que la adicidn y la sustraccidn se refunden en
una sola operacion : la adicién de un ntimero positivo es simple-
‘mente la sustraccién del numero negativo opuesto de igual valor.
Max Simon hace aqui la ingeniosa observacién de que habién
dose introducido los ntimeros negativos precisamente con el fin
de hacer la sustraccién siempre posible, ésta deja inmediatamente
de existir como operacién independiente. :

Para esta'nueva operacién que comprende adicién y sustrac-
cién, son validas las antiguas cinco leves formales (pdg. 10) que
pueden brevemente resumirse asf:

1) Posibilidad sin excepcidn.

2) Uniformidad.

3) Asociatividad,

4y  Conmutatividad.

5) Monotonia.

Respecto de esta Gltima, es de observar que a<<h signlificzi
que, en la citada representacién geométrica, se halla-a a la
izquierda de b ; asi, por ejemplo, —2<C—1, —3<7+2. '

En la multiplicacién es punto esencial la llamada regla de los
signos, que se indica asf: '

a(—e)=(—¢ca=—(ae¢ y .(—e(-e)=+(0)

la ultima especialmente : «menos por menos da mas», es frecuen-
temente- «piedra de escéandalon para muchos. La razén de esta
ley serd explicada més tarde ; por ahora, nos limitaremos a enun-
ciar la regla para efectuar el producto de un ntimero cualquiera
de factores positivos v negativos : el valor absoluto del producto
es igual al producto ‘de los walores absolutos de los factores; vy
su signo es posilivo o megativo, segun que sea par o impar el
"mimero de factores negalivos. ' '
Admitido este convenio, la multiplicacién en el campo de ios
niimeros positivos v negativos tiene las siguientes propiedades :
: 3
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1) Posibilidad sin excepcion.

2)  Uniformidad.

3) Asociatividad.

4) Conmutatividad. '

5) Distributividad respecto de la adicion.

Sélo en lo que se refiere a la ley de monotonfa hay aqui una
variacién ; en su lugar, se verificard esta otra :

.6) Si-a>b, ac= bc, segun ‘que S€a c<0.

Veamos ahora, nuevamente si estas leyes, consuieradas des-
de un punto de vista puramente formal, son compatibles. En pri-
mer término, hemos de decir que aqui menos que en el caso de los
numeros naturales puede pretenderse una demostracién légica
pura de esta compatibilidad. Lo tnico que se puede asegurar es
que las expresadas leyes son compatibles, si su aplicacién a los
nlimeros naturales no da origen a ninguna contradiccién ; pero

_en lo que respecta a estos numeros, todo lo que se ha podido .
demostrar es que existen cosas concretas entre las cuales se pue-
den establecer relaciones también concretas que satlsfacen a d1—
chas leyes. -

Como ‘ejemplo de tales entes, hemos citado ya la serie de los
puntos de abscisa entera del eje de las abscisas, y nos queda aho-
ra por ver la significacién de las operaciones del cdlculo en esta
escala. | . : s

La adicidn x'=x+a, hace corresponder a cada punto x, otra
punto x', de tal suerte que la recta indefinida sufre una trasld-
cion sobre st misma igual a un segmento a y a la derecha o a la
izquierda segin que a sea positivo o negativo. Andlogamente, la
maultiplicacion x'=ax representa una transformacidn homotética
de la recta en- si misma, que si a>0 es una dilatacion. v si a<<Q
el conjunto de una dilatacion y de un giro alrededor del origen.

Es interesante ver el origen y desarrollo histérico de estos con-
ceptos. o

Naturalmente, no puede pensarse que los nimeros negativos
hayan sido invencién exclusiva de algtn sabio, que al mismo
tiempo, atendiendo a su significacién geométrica, por ejemplo,
llegase a establecer la compatibilidad de las leyes del célculo ;-
sino m4s bien, que durante largo tiempo, se impuyso a los mate-

' maticos el empleo de ‘estos nimeros; y sélo después de haber



operado mucho con ellos, ya en el siglo x1X, ha ocurrido parar‘
la atencién en su compatibilidad.

La historia de los niimeros negativos muestra que los antiguos
griegos no tuvieron nocién de ellos ; de modo, que en este punto,
no se les puede asignar. el primer lugar, como muchos hacen.
Por el contrario, puede asegurarse que sus descubridores son
los indios, a quienes también se deben el cero y el sistema de nu-
meracién decimal. En Europa empezaron a usarse en la época
del Renac1m1ento, siendo su introduccién muy lenta y después
de realizado totalmente el paso al calculo literal, cosa lograda
primeramente por Vieta en su memoria In artem, analytwam isa-
goge (1).

Desde este momento histérico, se posee la llamada regla de
los ;barenteszs para el célculo con ntimeros positivos, la cual, na-
turalmente, esta contenida en las ya expuestas leyes formales,
cuando se agregan a ellas las correspondientes a la sustraccién. -

Estudiémosla més detenidamente mediante dos ejemplos que
nos ofrecen, ante todo, la posibilidad de dar para los ‘mismos de-
mostraciones sumamente sencillas ¢ intuitivas, que realmente po-

dfan reducirse’ a contemplar las figuras y decir: «Véase», como
era costumbre entre los antiguos indios.

1) Sea a>b y ¢>a. Entonces a—b es un ndmero positivo
y més pequefio que ¢; por lo tanto, debe existir el ntimero po-
sitivo ¢—(a—Db). Representemos los ntmeros sobre el eje de
abscisas,-y observando que el segmento entre b y 4, tiene*la lon-
gitud a—b ; la simple inspeccién de la figura adjunta muestra
que, si. qultamos del segmento ¢ el a—b se obtiene lo mismo que
si quitdramos todo el segmento a y luego agregésemos la parte
b: ; es «decir : '

: c—(a—b)=c—a+b < 11T

2) Sea a>b y c¢>d; en cuyo caso también a—b y c—d
‘'son numeros enteros "po’sitivos.“ Veamos qué ocurre con el pro-

(1) Tours, 1591.
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ducto (a—b) (¢—d). Para ello tracemos un rectyngulo de lados
a—b y ¢—d, cuya 4rea es el numero (a—b) (¢—d) buscado ; este
rectangulo es una parte del de lados a y c.

"Para obtener aquél partiendo de éste, .quitaremos el rectan-
gulo superior que aparece rayado horizontalmente y vale ad; .
después el rectdngulo de la derecha de rayado vertical be ; estos
~dos tienen uno comtin, el rectdngulo bd, que, por consiguiente,

a

( i3

-
o
anui’a 5

aparece quitado dos veces, de modo que habra de ser agregado
una, para obtener ¢l (a—b)(c—d), con lo cual queda demostra-
da la férmula

(a—b) (¢—d)=ac—ad—bc + bd 2]
Observemos en este punto que con la introduccién de los ni- -
meros negativos se manifiesta claramente la facultad de ge- -
neralizacién de que estd dotada la mente humana, por virtud
de la cual, sin darnos cuenta de ello, nos sentimos inclinados
a extender vy aplicar a cuesliones mds generales conceptos y re-
glas deducidos y vdlidos para casos particulares. Esta tendencia,
aplicada a la Aritmética, cristaliza en el llamado P?iﬁﬁc‘iq)io de
permdanencia de las leyes formales, explicitamente enunciado,.por
primera- vez, por Hermann Hankel en su interesantisima y muy
recomendable obra Theorie der Komplexen Zahlsysteme.
Este principio general aplicado al caso que ahora nos ocupa
del paso a los nimeros negativos, nos dirfa que basta prescindir .
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en las férmulas (1] y |2] de las relaciones de magnitud de a y b,
y aplicar dicho principio a otros casos. Si, por ejemplo, en la
férmula [2], hacemos a=c¢=0, caso en que la férmula no estd
demostrada, se obtiene (—b)(—d)="+bd, es decir, la regla de
los signos de la multiplicacion de nimeros megativos.,

De este modo aparecen, en efecto, casi sin demostracién, to-
das las reglas que, siguiendo el mismo procédimiento, podriamos
calificar de hipidiesis casi necesarias, y que, realmente, son nece-
sarias si se quiere que.las antiguas reglgs sean vdlidas para los
nuevos entes. Ciertamente; no satisfacfa por completo a los anti-
‘guos matemdticos este modo de concebir los niimeros, y su des-
contento se traslucia en los nombres de mimeros -imaginarios,
ndmeros falsos, etc., con que, a veces, todavia hoy se califican los
ntmeros negativos. Pero a pesar de todos estos reparos, en los si-
glos XVI y XVII encuentran estos ntmeros cada vez mayor apli-
cacién y llegan a obtener una aceptacién cada vez mas general,
contribuyendo mucho a ello, sin duda, el desarrollo de la Geome-
tria ‘Analitica. Verdad es que segufan subsistiendo las preocupa-
ciones y los prejuicios contra estos ntimeros, pero asi tenfa que
suceder mientras se intentara interpretarlos como niimeros repre-
sentativos de colecciones o pluralidades y no se pusiese en claro
el papel que desempefiaban-las leyes formales en relacién con
los nuevos conceptos ; y asi se explican los muy repetidos inten-
tos de demostracién de la regla de los signos.

La cuestién sélo quedé aclarada, cuando, ya en el siglo XIx
se observé que no se-trataba dé una necesidad ldgica de los nue-
vos conceplos ni, por consiguiente, de demostrar la regla de los.
signos, sino simplemente, de reconocer que tales nuevos concep-
tos son ldgicamente admisibles, aunque sean adbitrarios, y, lo
mismo que el principio ‘de permanencia, obedezcan a una simple
razdn de comodidad. - |

Al hacer estas consideraciones, no hay por qué ocultar -algo
que de ellas se desprende, a saber : que a veces, las cosas parecen
ser. mds razonables que los hombres ; véase lo que aqui ocurre
con uno de los grandes progresos de la Matemética, la introduc-
ci6én de los nimeros negativos y las operaciones con los niimeros.
. No se ha llegado a ellos por razonamientos légicos de ningin
hombre aislado, sino que su aparicién como desarrollo orgénico

>
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han sido obra lenta, resultado de un manejo constante e inten-
sivo de las cosas, pareciendo como si el hombre hubiese aprendido
de las letras. El reconocimiento consciente de que se trata de algo
realmente justo que. se acomoda con la légica mas rlgurosa llegé-
-~ mucho despuéS'b

En general la légica sélo puede actuar en la formac1on de
nuevos conceptos reguldndolos, pero nunca dando por si misma
el principio director, pues la tinica condicién que impone, la com-
patibilidad, es evidente que siempre queda satlsfecha por un gran
nimero de sistemas de conceptos. '

El lector que desee estudiar més a fondo la historia de los ni-
‘meros negativos, puede consultar la Geschichte der Elementar-
‘mathematik (1) de Tropfke, que contiene muchos pormenores
sobre el desarrollo de los conceptos elementales, su representa-
cién y notaciones, expuestos en forma clara y sencilla.

Exammemos, ahora, desde el punto de vista critico, los méto-
dos que se siguen en la ¢scuela en la exposicion de los nimeros
negativos. Es de observar, en. primer término, el eérror frecuente
de seguir con el empefio de los antiguos matematicos de demos-
trar la necesidad 16gica de la regla de los signos. Especialmente
dan como demostracion la deduccién euristica de ( b) (—d)=
=+ bd de la férmula . '

(a—Db) (c—dy=ac—bc—ad+ bd
olviddndose completamente que la validez de ésta exige que sean
a>b y ¢>d (2). Con esto 1o que realmente se hace es escamotear
la demostracién, sustituyendo el motivo psicoldgico, que, en vir-
tud del principio de permanencia, nos permite establecer la citada
regla, por-un motivo demostrable ldgicamente. Es indudable que
el alumno no puede entender bien esto al oirlo por primera vez,.
pero llega a creerlo; y si, como ocurre muchas veces, al explicér-
selo nuevamente en los grados superiores de la ensefianza, no se
le da el complemento necesario para una total comprensidn, no es
raro que llegue a adquirir el convencimiento de: que algo mistico
e mcompren51ble debe de ser todo aquello,

(1) Dos tomos, Leipzig, 1902 y. 1908, '
(2) Véase, por ejemplo, H. Heis, Sammlg. von Beispielen und Aufga-
ben a. d. Arithmetik u. Algebra, 106-108 Aufl. (Colonia, 1904), pag. 46.

&
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Contrariamente a esta practica se impone, a mi modo de ver,
la necesidad de no intentar demostraciones imposibles ; sino, an-
tes bien, convencer al discipulo por medio de ejemplos sencillos
correspondientes a la realidad de las cosas, y aun, si es posible,
hacerle descubrir por st mismo que precisamenie todos los con-
venios y definiciones que se apoyan en el principio de permanen-
via de las leyes formales, son apropiados para llegar a un algo-
ritmo uniforme y cdmodo ; en tanto, que cualesquiera otros conve-

" mios quitavian generalidad a todas las reglds, obligando a consi-

derar, dentro de cada una, numerosos casos diferentes.
En esto, como en tantas otras cosas, hay que proceder sin

.precipitacidn, dejando tiempo al alumno para que se realice la

evolucién en su mente ; y aunque facilmente se comprenden los
inconvenientes de otros convenios, debe hacerse resaltar las gran-
des ventajas que se siguen- de establecer un coénvenio general
apropiado. ‘ '

Damos por terminado con esto lo que se refiere a la teorfa de
los nimeros negativos, y pasamos a considerar desde puntos de
vista anélogos, la segunda amphacxon dada al concepto de niu-
mero.

1l. Los nimeros fraccionarios

Partiremos del modo como se tratan estos nimeros en la es-

cuela. En ella tiene el quebrado % desde el principio una signifi-

cacién bien concreta; comparada con la nocién intuitiva del
numero entero, s6lo se advierte un cambio del substratum. Se ha
pasado del nibmero a la medida, de la consideracién de cosas nu-
merables a la de cosas medibles.

Con una cierta limitacién el sistema de monedas o el de pe-
sas, y de un modo méas completo el sistema de longitudes, son
ejemplos de magnitudes medibles, y por medio de ellos llega a
hacerse asequible a la inteligencia  del alumno el concepto de

quebrado ;. comprender qué son —-13— de metro o % de libra no

tiene dificultad ‘ninguna.
Las relaciones =, > y << entre quebrados, lo m1smo que las
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operaciones de sumar y restar, se explican partiendo siempre del
concépto intuitivo y concreto de los quebrados. Para hacer com-
prensible la multiplicacién se modifica ligeramente su primitiva

. ot . P . , iy e , a . e
significacién, diciendo: malliplicar un nimero por N significa

maultiplicarlo por a, y dividir luego el producto por b; o también,
el producto se forma con el multz;blwando del mismo modo que

—%— con la umdad

La d1v151<0n por un quebrado se define, entonces, como opera-

cidn inversa de la multiplicacién, y se dice: a ~?~ es el nimero
que multiplicado por_? nos da a.

Todos -estos conceptos y reglas de las operaciones con que-
brados se combinan con los nimeros negativos, llegando asf
~a operar con el conjunto de todos los nameros racionales. No
es nuestro objeto entrar en detalles de toda la sistematizacién de
esta teorfa; que en la escuela, naturalmente, consume mucho
tiempo ; lo que si haremos es compararla con la que da la*Ma-
* temdtica moderna, y como ejemplo ilustrativo de esto, tomaremos
las .obras, ya citadas, de Weber-Wellstein y de Burkhardt.

En la primera predominan siempre los puntos de visla forma-
les, que consideran la multiplicidad de las diferentes significacio-
nes posibles, para extraer de ellas todo cuanto necesariamente

tienen de comtn. EI quebrado —Z’— es un stmbolo, un par de nume-

. ros, com el oual se opera segun reglas determinadas. .

Estas reglas, que realmente han nacido de la 51gn1f1cac1on de
los quebrados primeramente expuesta, tienen aqui el cardcter de
convenios arbitrarios. Asi, por ejemplo, los teoremas relativos.
a la invariabilidad de un quebrado por multiplicacién o divisién

de sus dos términos por un mismo numero, tienen para el alum-
'no un cardcter intuitivo, y en esta otra teorfa aparecen bajo la
forma de una definicién de la igualdad.

Dos quebrados —;—y —§-—se llaman iguales si es ad=bhc.

Andlogamente se definen los conceptos de mayor y menor;
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y se establece que la suma de quebrados -@—y Zoes el ad + bo .
‘ : b~ d bd

y asi en todo lo demas.

Después, se demuestra que las operaciones asi definidas po-
seen en el nuevo campo de ntimeros las propiedades formales de
la adicién y multiplicacién para numeros enteros, es decir, que
satisfacen a las tantas veces nombradas once leyes fundamentales.

Burkhardt no procede en su libro de un modo tan puramente

formal como Weber-Wellstein ; considera al quebrado - como

la sucesidn de dos operaciones en el campo de los nimeros ente-
© ros: una mulliplicacidn por a, seguida de una divisidn por b, su-
poniéndose naturalmente que el objeto -sobre el cual recaen estas
dos operaciones es un numero entero cualquiera. Tomando dos
pares de operadores }; Y —% sucesivamente, resulta, entonces, la
¢ e :
multiplicacion de quebrados; y se reconoce facilmente que la ope-
racién asi obtenida no es otra cosa que la multiplicacion por a.c
y la divisién por b.d; de modo que se llega a la regla de la mul-
tip]icaciériﬁ— L8 = 28 partiendo de una significacion clara y
b d b-d ' .

precisa de los quebrados, y no por un simple convenio arbitrario.
Anélogas consideraciones caben respecto de la divisién ; por el
contrario, la adicién y la sustraccion no admiten ninguna sencilla
interpretacién derivada de este concepto de ntimeros quebra-
dos, sino que la formula - 4 L = ad = be es también para Bur-
‘ , b d bd -

khardt como un convenio, que sélo obedece a razones de conve-
niencia. ‘ '

Comparemos ahora la exposicion clasica de los quebrados con
las concepeiones modernds que acabamos de citar. En éstas, tanto
en la una como en la otra, realmente nos movemos siempre, aspe-
sar de la ampliacién del concepto de nimero, en €l terreno de los
nimeros enteros; lo tnico que se supone es que se tiene el con-
cepto intuitivo del conjunto de los ntimeros o que se conocen las
operaciones con ellos, y entonces se les agregan los nuevos nu-
meros y sus operaciones, como par de nimeros enteros, u opera-
ciones, respectivamente. ' '
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La exposwzon escolar de los quebrados se basa ezxcluswamen-
te en' la nueva intuicién de las magnitudes medibles, que dan
una imagen sensible del concepto de quebrado. Se conmbe bien
la diferencia entre ambas doctrinas, imaginando un ente que’
s6lo tuviera la idea de los ntmeros enteros, pero que careciese -
de toda intuicién acerca de las magnitudes medibles; para tal ser
la exposicidn clésica resultaria completamente ininteligible, y en
cambio comprenderia perfectamente cualquiera de las exXposicip-
nes de Weber-Wellstein y de Burkhardt.

Cabria preguntarse, ahora, cuil de estas concepmones es la
miejor y qué se debe a cada una de ellas. La respuesta a tales
preguntas es parecida a la dada con motivo de andlogas cuestio-
nes sobre niimeros enteros: Segyramente la exposicion moder-
na es mds pura, Pero, en cambio, es también mds pobre. Pues, de
todo lo que la exposicién clésica nos da de una ez, sélo nos da
la otra una mitad: la-introduccion abstracta, completamente logi-
ca de Cierlos conceptos. aritméticos—lamados quebrados—y las
operaciones con ellos; pero queda sin resolver todavia una segun-
dal cuestion tortalmente independiente’ de aquélla y no menos im-
portante que ella: ¢Se podrin aplicar a las magnitudes intuitiva-
mente medibles, estas teorias de los quebrados deducidas de un
modo tan puramente l6gico? También ahora pudiera calificarse
esta cuestién como propia de la «Matematica aplicadan, que cabe
tratar con entera independencia, pero seria muy discutible la
.convemenma de tal separacién desde el punto de vista pedago-
gico. En el libro de Weber-Wellstein se presenta esta excisidén
del problema en dos partes de un modo muy caracterfstico : Des-

pués de la introduccién abstracta del célculo de los quebrados, al
que tnicamente nos hemos referido hasta ahora; dedica una
seccién especial (la (1u1nta3~—t1tulada «Razonesn—a resolver cudl
es la dﬁlicacio’n real de los numeros racionales al mundo material,
estudiando esta cuestién de un modo mds teédrico que . intuitivo.

Terminaremos nuestras explicaciones acerca de los quebrados
con una observacidn general sobre el conjunto de todos los N~
meros, ractonales; y vamos a servirnos para hacerla'mds intuitiva
de su representacién sobre la linea recta. ‘Imaginemos marcados
sobre la récta todos los puntos de abscisa racional, que, para abre-

viar, llamaremos puntos racionales. Se dice, entonces, que el con-

N



junto de todos estos puntos racionales ‘s denso en todas partes,

lo cual significa que, en cualquier intervalo, por pequeiio que Sea,

hay infinitos puntos racionales. Dicho de modo més precxso para

1 — ._¥|_
17435112

3 —1 1 011125
2 2 63236 63227

‘que no mtervenga nada extrafio al concepto de puntos racionales :

Entre dos puntos mczonales hay siempre otro también racional,-
lo que tiene como consecuencia que de la totalidad de los nime-

ros racionales podemos separar una parte finita que no contenga

un elemento menor que los demds, ni tampoco uno’mayor que
los restantes. '

Un e]emplo de esto es el conjunto de los niimeros racionales

-comprendidos entre 0 y 1, excluidos estos numeros, pues para

todo numero racional del conjunto existe uno comprendido entre
él y 0, siendo, por lo tanto, menor que aquél; y otro entre- el
dado y el 1, que por consiguiente, es mayor que él. Estos con-

‘ceptos pertenecen ya en su formacién sistemdtica a la teoria de
los conjuntos de Cantor; y, en efecto, mas adelante tendremos

ocasién de emplear ‘el conjunto de los ntmeros racionales con
las propiedades aqui expuestas como un éjemplo 1mportante de
un con]unto

Iil. Los ndmeros irracionales

'No nos ocuparemos aqui en’ cémo se introducen ordinaria-
mente estos nimeros en la escuela, ya que en ella no se va mas

-all4 de algunos ejemplos relativos a los mismos ; sino que comen-

~zaremos, desde luego, por exponer el desarrollo histdrico de esta

idea. Histdricamente, el origen del concepto de nimero irracional
se encuentra siempre en la inluicion geometnca y en las necesida~
des de la misma Geometria, Consideremos el eje de absc1sas, enel

que, como antes dl_]lmOS, est4 marcado el conjunto de los niime-

ros racionales que es denso en todas partes ; ademas de estos pun-
tos existen sobre dicho eje oiros, que Pitdgoras fué el primero en

seflalar de modo parecido al siguiente: Si tenemos un triangulo

rectangulo cuvos catetos tienen la longltud 1, la de la hipotenu-.
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sa es igual a 4/2 y éste no es numero lacwnal ; pues si escribimos.

ﬁz —b~ , donde ay b son numeros enteros primos entre si, facil-

mente se llega a una contradiccién con 1'esultad05vconoc1dos de la
divisibilidad de nimeros enteros. Llevando el segmento asi cons-
truido al eje de abscisas a partir del origen, se obliene un punio:
no contenido en el conjunto denso en todas partes de los nimeros
racionales; m4s aun, el teorema de Pitdgoras da como valor de
la hlpotenusa de un tridngulo rectangulo, cuyos catetos estan

" medidos por los numeros enteros m y n, un ndimero N/mz‘-}-nz
que, en la mayoria de los casos, es irracional. Tan noble descu-
brimiento bien merecia el sacrificio de 100 bueyes con que fué
celebrado por Pltagoras y en cuyo comentario tanto ingenio se
ha derrochado. Sabemos también que la escuela pitagérica se
ocupaba con predileccién en la investigacién de aquellos pares.
de nimeros enteros m y n para los cuales los tridngulos rectdngu--
los correspondlentes tenfan sus tres lados racionales (los llamados.
nUmeros ;bttagomcos), de que el ejemplo mas sencillo es 3, 4, 5
y sobre los cuales volveremos a hahlar m4s adelante. .
Los matematicos griegos posteriores estudiaron ademas de
estas irracionalidades sencillas, otras cad'a’véz mas complicadas ;

encontréndbse, en Euclides, tipos como VV; —1—V_I_)_ v otras se-

mejantes. En general, se puede decir que se limitaron esencial-.
mente a todas las irracionales que se obtienen por aplicacion re-
petida de la extraccion de raices cuadradas, y que por ello se

podian construir con la regla v el compds; pero nunca llegaron a

tener la idea general del nivmero irracional.

 Conviene, sin embargo, precisar m4s esta afirmacién para evi-.
tar posibles equivocos. Con ella queremos significar Unicamente:
que los griegos no poseyeron ningtin procedimiento que les per- -
mitiera establecer estos numeros partiendo de los racionales y

facilitara su estudio en forma parecida a la que modernamente se-
hace y que veremos en seguida. No obstante, el nimero real no

necesariamente racional les era familiar; s6lo que tenia para ellos:
un sentido completamente distinto que para nosotros, puesto que

no utilizaban letras para de51gnar los nimeros-en general. Lo que
ellos hacian—y Euclides lo expuso ya sistemdticamente-—era, con--
siderar razones enire dos segmentos recizlmeos cualesquiera, y-

>
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operaban con ellas de un modo analogo a como se procede hoy
con los numeros reales, y hasta se encuentran definiciones en
Euclides que se armonizan perfectamente con la moderna teorfa
del ntimero irracional. Y llegaban a mas; la distinguian de los
nimeros naturales, llamando a éstos cpifpos, en tanto que a las
razones de segmentos cualesquiera, o sea a los numeros reales,
los designaban con la “palabra Xoyos. Y apuntemos, de paso,
algo sobre la palabra «irracionaly. Probablemente procede de una
traduccidn latina errénea de la palabra griega akoyos. Esta pala-
bra deberia significar probablemente «no expresablen, queriendo
cpn ello indicar que los nuevos numeros, o sea las razones de
segmentos inconmensurables, no podrian expresarse como ragon
de dos nivmeros enteros (1) y una mala inteligencia del traductor
hizo derivar de aqui el Ca]lfl(‘atIVO de irracionales que “hoy se
les da a estos nimeros.

La idea general del ndmero irracional hizo su aparicion al final
del siglo Xvi, como consecuencia de la intfoduccion de las fmc-
ciones decimales, cuyo uso se generalizaba ya entonces con mo-
tivo de la formacién de las tablas logaritmicas. Cuando se trans-
forma un quebrado ordinario en fraccién decimal, pueden
obtenerse, aparte de las fracciones limitadas, otras ilimitadas,
que son necesariamente periddicas. El ejemplo mas sencillo es
%:0,333..., esto es, una fracpién d?cimal periédica cuyo pe-
fiodo es de una sola cifra, '3, que se repite’ indefinidamente des-
pués de la coma. Ahora bien, nada hay que impida considerar
una- fraccion’ decimal aperiddica, esto es, una fraccién decimal
cuyas cifras se suceden sin obedecer a ley alguna determinada y,
sin parar mientes en mds, cualquiera la considerarfa como un nu-:
mero dete’rmmado, aunque, naturalmente, no racional. Con esto
se tiene ya el concepto general del ntmero irracional, esponta-
nea creacién, en cierto modo, del proceso aritmético que lleva
consigo la fraccién decimal. Historicamente acontece aqui, pues,
lo que ya vimos que sucedia con los nimeros negativos : el calou-
lo obligd a que se introdujeran los nuevos conceptos, y sin que se
pensase gran cosa sobre su esencia y fundamento s¢ operaba con

(1) Véase Tropfke, Tomo I, pag. 163.
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ellos, afirmdndose su existencia, sobre todo al reconocer repeti-
damente su extraordinaria utilidad.

Sélo al llegar el ao 60 del siglo xIx se dejé sentir la mece-
- sidad de formular aritméticamente, de manera mds precisa, los
fundamentos de los mimeros trracionales, siendo Weierstrass el
primero que abrié camino a estas investigaciones en sus leccio-
nes de aquellos afios, explicadas en la Universidad de . Berlin.
Después, en el afio 1872, G. Cantor, el fundador de la teorfa de
conjuntos, di6 en Halle una teoria general de dichos ntmeros - ¥
simultdnea e independientemente de él, hizo otro tanto en Bruns-
wick R. Dedekind. La idea fundamental de Dedekind puede ex-
ponerse en muy pocas palabras. Imaginemos el conjunto de todos.
los nimeros racionales y excluyamos todo concepto intuitivo es-
pacial que nos lleve a la idea dela continuidad de, tal serie de
ndmeros. Partiendo de ésto, para llegar a una definicidn pura-
mente- aritmélica del nimero irracional, introduce Dedekind el,
siguiente concepto de cortadura en el campo de los nimeros ra-
cionales, Sea 7 un ntmero racional cualquiera; y dividamos la
totalidad de los niimeros racionales en dos partes, 4 y B, de tal
modo que todo nimero mczonal perlenesca a una u otra parte, y
que todo niymero de la primera, A, sea menor que cualquiera de
los de la segunda, B; es decir, que A es el conjunto de todos los
nimeros racionales menores que r y B de los mayores que 7; en
cuanto a 7, lo' mismo podemos incluirlo en A que en B; siendo
indiferente hacerlo de und u otro modo. Al lada de estas corfadu-
ras, que pudiéramos llamar ﬁropzas existen otras impropias, en
las cuales se agrupan todos los nimieros racionales en dos cldses
con las dos propiedades caractemstwas mencionadas, pero sin que
haya un elemento mcwnal que las separe, es decit, que ni en la
clase {4 hay un nimero méximo, ni en la B un minimo. Un

diemiplo de cortaduras impropias nos lo ofrece V2=1,414..., y
en general, cualquier fraccidn decimal aperiddica; ya que, dado
cualquier ndmero racional, se puede en seguida afirmar si es
mayor o menor que dicha fraccién decimal, y formando la clase
A con todos los ntimeros racionales menores que la fraccién dada,
y la B con los mayores, no habra en A un nimero maximo, ni -
en B un minimo; puesto que entre cualquier némero racional v
ia fraccién demmal dada hay infinitos ntimeros rac1onales
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Teniendo en cuenta estas . consideraciones, da Dedekind la
siguiente definicion, que, mirada desde un punto de vista pura-
mente légico, puede estimarse como convenio arbitrario. Toda
cortadura en el campo de los numeros racionales se llama nimero,
racional o irracional, segun que sea propia o impropia.

A ésta se agrega .inmediatamente una definicidn de la igual-
dad : Dos nimmeros se dice _que son iguales cuando proceden de la
misma cortadwra. :

Partiendo de esta deflmclon se puede demostrar, por e]emplo,

que -é— es igual a  la fraccmn dec1ma1 indefinida 0, ‘333... Defini~

dos del modo dicho los ntimeros irracionales, hay, en efecto, que
demostrarlo, es decir, reducirlo a la definicién ultimamente dada,
aunque, naturalmente, por lo simple de la cosa, parezca comple-
tamente innecesario. Por lo demds, esta demostracién se deduce

= . . . .o 1
facilmente observando que todo nimero racional inferior a — es

superado por una fraccién decimal limitada_que resulta de tomar
en-la dada un nimero suficiente de cifras; en tanto que ésta es

siempre menor que cualquier mﬁmero racional mayor que 3

En las lecciones de Weierstrass la definicién se formula en la
siguiente forma :

-Dos nimieros se llamcm zguales cuando se diferencian en me-
nos de cualquier cantidad dada, por pequeiia que sea, ~cuya co-
' nex16n con la anterior se ve inmediatamente.

Esta definicién toma un caricter muy -mtuitivo, viendo por
qué 0,999... es igual a 1. La diferencia es, en. efecto, menor que
0,1, que 0,01, etc.; y por con51gulente, segun la def1mc10n es
estrictamente igual a 0. »
~ Si nos preguntamos ahora la razén de incluir estos nimeros
-irracionales en el sistema de los ndmeros ordinarios y aun calcu-
lar con ellos, sin hacer salvedad alguna, habremos de acudir para
encontrar la respuesta a la validez de las leyes de monotonia dc
las operaciones’ “elementales. Resulta asi este principio :

Cuando se han de sumar, mailtiplicar, etc., numeros rraciona-
les, se les encierra entre nimeros raczonales cuya diferencia
puede llegar a ser tan pequefia como se quiera, v se efecltian con
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estos nimeros racionales las operaciones respectivas; y entonces,
en virtud de la validez de las leyes de monotonia, el resultado
estd comprendido también enire numeros que llegan a diferir en-
tre st tan poco como se quiera. I ’ ’

No parece necesario entrar en mas pormenores sobre ‘estas
cosas ; puesto que existen actualmente muchos libros didécti-
cos, entre ellos Weber-Wellstein y Burkhardl, en los que aparece -
expuesta esta materia con claridad y precisién, a ellos deben
ustedes acudir para conocer con todo detalle la teorfa que nos
ocupa. En cambio creo de mds interés fijarme en un aspecto de
esta cuestién' que no aparece tratado en la mayoria de 1os libros,
.a saber : cdmo puede pasarse de esta teoria aritmética de los nii-
meros irracionales a sus aplicaciones; de un modo particular se
presentd a nuestra consideracién en este punto la Geomelria ana~
litica, la que, por modo contrario, precisamente por la simple .
intuicién, aparece como fuente de los nimeros irracionales ; sién-
. dolo también desde un punto de vista psicolégico, como ahora.
vamos a ver. Tomemos el eje de abscisas, sobre el cual estdn se-
flalados el cero y los puntos racionales, y establezcamos la si-
guiente proposicién preliminar en que se basa esta aplicacion :
A todo nimero, racional o wmcwnal cm’?’efsponde en el eje um
punto cuya abscisa es aquel numem v reciprocamente, a todo /
punto de la recta le corresponde como abscisa un nimero, racio-
nal o irracional.

Una proposicién tal como esta que acabamos de enunciar,
qué se pone como base y fundamento de una disciplina, y de la
‘cual se deriva légicamente todo lo demdas, mientras que ella mis-
ma no puede ser demostrada légicamente, eés lo que se llama
un axioma, y aparece, segun la manera de ser de cada matemé-
tico, ya como de evidencia intuitiva, o bien como un convenio
mds o menos arbitrario, que es preciso aceptar. El axioma que’
‘acabamos de enunciar sobre la correspondencia biunivoca entre
los ndmeros. reales por una parte y los/puntos'de-'lé recta por
otra, es conocido ordinariamente con el nombre de .4wioma de
Cantor, por ser G. Cantor el que. primero lo ‘enuncié expresa-
mente (Mathem. Annal. Tomo 5.2, 1872).

Llegamos ahora al momento de decir algo acerca de la natu-
raleza de la intuicidn espacial. Esta denominacién corresponde
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realmente a dos cosas distintas: una, la intuicion emypirica, de
percepcion inmediata por los sentidos del espacio, que podemos
.comprobar con la medida ; y otra, la idea abstracia del espacim
que puede decirse que tenemos todos en nuestro interior y esta
por encima-de todas las 1mperfecc1ones de la observacién. Una
diferencia andloga existe, en general, para toda concepcién, como
ya hemos tenido ocasién de observar al tratar de los fundamen-
tos del concepto de ntimero y que en aquel caso podia ponerse
en evidencia con el siguiente ejemplo : La significacién de un nt-
mero pequefio como el 2, el 5 y aun todavia el 7, es para .todos
de inmediata evidencia ; en tanto que, cuando-se trata de nimeros
més grandes, por ejemplo, 2503, no tenemos ya nocién inmediata

de ellos; sino que se reemplaza esta nocién por la intuicidn-

innata de la serie ordenada de los.nimeros, que formamos partien-

do de los primeros niimeros y aplicando el principio de induccién
.completa. En lo que respecta al - espacio, si consideramos, por
~ejemplo, la distancia entre dos puntos, podemos valuarla con una
‘cierta exactitud, pues nuestra vista no puede considerar como
desiguales segmentos cuya diferencia’ queda por bajo de un
cierto limite ; tal es el caso de la penumbra, que en toda la Psico-
logla desempefia papel de tanta importancia.

No se cambian los términos del problema porque reforcemos
nuestra vista con los mas poderosos instrumentos auxiliares ; pues
hay propiedades fisicas que no permiten pasar de un cierto grado
de exactitud. La éptica ensefla, por ejemplo, que la longitud de
onda de la luz, que como es sabido, varfa con el color, es del

orden de magnitud de mm. (un micrén) ; muestra, adema4s,

1
1000

que los objetos de dimensiones menores que ésta, no pueden ser

vistos distintamente ni aun con' el auxilio de los mejores micros-
copios, porgue entonces sélo hay inflexiones de luz y no se forma
ninguna imagen que reproduzca exactamente todos los porme-
nores. -

La consecuencia de esto es la tmposibilidad. de medit con los
recursos de la dptica, longitudes cuyo grado de exactitud pase del
micrdn; y por consiguiente, que al dar longitudes expresadas en
milimeétros, solo pueden ser exaclas las cifras hasta las milésimas
inclusive ;'y del mismo modo en todas las observaciones y medi-

" #: 4

’
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ciones fisicas, hay que conformarse con ese grado de aproxima-
cién que marca un limite que no se puede superar. ‘Los datos que
traspasen estos limites carecen de sentido; son, tinicamente, in-
dicios de ignorancia o falta de probidad. Digamos, de paso, que
tales exageraciones de exactitud en los ntmeros, se encuentran
- con bastante frecuencia en los anuncios de balnearios, en los que
se da la composicién quimica de sus aguas con un ntimero de
cifras decimales cuya exacta determinacién, por -medio de la ba-
lanza, es sencillamente imposible.

Frente a esta propiedad de la intuicién empirica del espa-
cio, que lleva consigo una exactitud limitada, tiene el concepto
abstracto o ideal del espacio una ilimitada exactitud, que conduce

" paralelamente a las definiciones aritmiticas del concepto de nai-
mero al axioma de Cantor. ‘ : ;

A este desdoblamiento de la intuicidén corresponde la divisién
de la Matematica en dos partes: Matemdtica de aproximacion y
Matemdtica de precisidn. Aclararemos esta distincién interpretan-
do una ecuacién : f(x)=0. En la Matemdtica de aproximacién se
trata, como en nuestra intuicién empirica real, no de que el valor
de f(x) sea exactamente nulo, sino de que el valor absoluto de
f(x) esté por bajo del limite de exactitud asequible. La expresién
f(x)=0 no es, pues, otra cosa que una manera abreviada de es-
cribir la desigualdad f(x)<<e, que es lo que realmente se consi-
dera. La Matemética de precisién, en cambio, se ocupa del pro-
blema de satisfacer exactamente a la ecuacién f(x)=0.

Como en las aplicaciones sblo interviene la Matemdtica de
aproximacidn, se podria decir, forzando un poco la cosa, que sdlo
se mecesita de esta disciplina, quedando la Mateméatica de preci-
sién relegada a servir de distraccién a los que la cultivan, y, todo

lo més, a ser una base cémoda para el desarrollo de la Matema-

tica de aproximacién. ‘
Volviendo a la cuestién que nos ocupaba, podemos, por con-
siguiente, decir que el concepto de numero irracional pertenece

inica y exclusivamente a la Matemdtica de precision. Pues la afir-

macién de que la distancia entre dos puntos es un niimero irra-

cional de metros carece completamente de sentido, ya que, como

hemos visto, todas las cifras decimales posteriores a la sexta no

tienen ya significacién real alguna. En la prictica se pueden, por
. & . ‘.

@
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lanto, reemsplazar, sin inconveniente alguno, los numeros irra-
cionales por los racionales. Parece, sin embargo, una contradic-
cién con esto, el hecho de que en Cristalografia se hable de la
ley de indices racionales y de que en Astronomia se distingan
como casos esencialmente diferentes, si la razén de los tiempos |
de revolucién de dos planetas es racional o irracional ; pero esta
aparente contradiccién es sélo debida a la ambigiiedad de algu-
nas palabras de nuestro idioma ; pues aqui las palabras racional
e irracional tienen un sentido completamente diferente al emplea-
do hasta ahora; un sentido matemdlico aproximado. Asi-enten-
dido, al decir en Astronomia que dos magnitudes tienen una
razén racional, quiere decirse que son entre sf como dos niimeros
. : ;

‘I ~\ 3 . o0 .
enteros mds pequeiios, como 7, por ejemplo, y, en cambio, una

razdén como 3—8—:% se dice que es irracional ; las magnitudes de

- .
numerador y denominador de ésta pueden ser diferentes y de-
penden del fin de la aplicacién. o ’

De todas estas intéresantes relaciones me he ocupado en una
de las lecciones del curso ‘de verano de 1901, que fueron publi-
cadas en 1902 y nuevamente ‘impresas en 1907 bajo el titulo:
Anwwendung der Differential-und Integralrechnung auf Geome-
irie, eine Revision der Pringipicn (Ausgeab. v. C. H. Miiller).

Para terminar, diré algo acerca de cédmo creo que debe darse
la ensefianza de esta teoria del miimero irracional en la escuela.

Se comprende, desde luego, que ni por la capacidad mental de
los alumnos 'ni por el interés que en ellos pueda despertar, puede
apenas darse entrada a esta teorfa en la Escuela. El alumno de- .
ber4 contentarse con calcular con un cierfo grado de aproxima-
cién ; una aproximacién de 0,001 de mm. ya le dejard asombrado
y seguramente no se le ocurrird pretender alcanzarla ilimitada ;.
claro es que habr4 algunos muchachos mejor dotados que que-
rrdn penetrar algo més en esta cuestién, y entonces a la habilidad
- pedagdgica del maestro queda dar satisfaccién a este deseo, sin
que padezcan los intereses de la mayoria,



CAPITULO 111

'DE LAS PROPIEDADES ESPECIALES DE LOS NUMEROS
ENTEROS

® . T

Vamos a dedicar un nuevo capitulo a la Teoria especial de los
nihmeros enteros o Teorta de nimeros, o sea la Aritmélica en su
sentido estricto, y comenzaremos recordando las cuestiones fela-
tivas a esta ciencia que figuran en la ensefianza escolar. '

1) El primer problema de la Teorfa de nimeros, la divisibili-
_dad: ¢Es un ntmero divisible por otro-o no?

2) Se pueden dar reglas sencillas que permiten decidir cudn-
« do un navmero cualquiera es divisible o no por numeros pequenos,
como 2, 8, 4, 5, 7, 9, 11, etc. .

3) Existen mfmztos numeros Primos, es dec1r, que 7o tienen
‘ningun divisor (excepto la unidad y €l mismo) : 2, 8, 5, 7, 11,
13 17,

" 4) Se conoce todo lo 'relaktivo\ a la divisibilidad de ndmeros
cualesquiera, cuando se conoce su desocomposicion en factores
primos.

5) Enla transformamén de quebrados racionales en decima-
les desempefia la teoria de nimeros un gran papel ; muestra por
qué en ciertos casos debe ser j)e'rtoclwa la fraccién decimal .y

cudntas cifras debe tener su periodo.
. Toda esta materia se trata en las clases Quinta y Cuarta ; des-
pués sé6lo esporadicamente aparece la Teoria de ntimeros, de la
.que se tratan los siguientes puntos:

1) Fraccxones continuas, aunque no se hable de ellas en to-
das las escuelas. :

9) Algunas veces se estudian las ecuaciones diofdnticas, que
son ecuaciones con varias incégnitas a las que se impone la con-
dicién de que sélo puedan tomar valores enteros. Ejemplo de ta-
les ecuaciones son las que dan los nimeros pitagdricos, de los
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que antes (pag. 44) se hablé incidentalmente ; comio es sabido, el
problema que resuelven es el de encontrar las ternas de niimeros
enteros que verifican la ecuacion :

a?4 b*=c*,

3) En intima relacién con la Teoria de nimeros esta también
el problema de la divisidn de la circunferencia, aunque esta cone- -
xién casi nunca puede ser explicada en la escuela. La divisién
de la circunferencia en n partes iguales empleando solamente la

- regla y el compds, se realiza ficilmente para n=2, 3, 4, 5, 6; pero

para n="7 es ya imposible, y en la escuela ya no se trata este
- caso, y, mucho menos, se habla de modo explicito de tal imposi-
bilidad, cuya demostracién exige conocimientos profundos de
Teorfa de ntimeros. Para evitar malas inteligencias que desgra—
‘ciadamente se producen con mucha frecuencia, adviértase que se
trata aqui de un piroblema de matemdtica de precision, que pierde
toda importancia cuando se trata de aplicaciones practicas.

En tales casos, ocurrird a -veces que, aun siendo posible una
construccién «exacta» apenas se utilice ; sino que se prefiere pro-
ceder como en la matemdtica de aproximacién, por medio de
tanteos, con los cuales se llega a dividir el circulo en un numero
cualquiera de partes iguales, logrando cémodamente toda la exac-
titud practica posible. Asi proceden, naturalmente, todos los
mecénicos que se ocupan en la construccién de instrumentos de
los que forman parte circulos graduados.

9) Todavia hay un punto de la Teorfa de nimeros que me-
‘rece una gran atencién en la escuela, a saber: el cdlculo de =,
que entra en el problema de la cuadratura del circulo. Suelen
calcularse por un procedlmlento cualquiera las primeras cifras
decimales de r, y se cita, sin agregar maés, la moderna demostra-
cion de la transcendencia de = que resuelve en sentido megativo
el antigio problema de-la cuadratura del circulo con regla y
compds. ‘ :

Maés tarde, al final del curso, expondremos detalladamente esta
demiostraci6n ; limitdndonos aqui a formular de un modo exacto
esta proposicién diciendo : el nimero « no puede ser raiz de nin-
guna ecuacion algebraica de coeficientes ‘enteros,

am+ b4 kx4 1=0;
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-la condicién de ser enteros los coeficientes es esencial y por ello
precisamente corresponde el problema a la teoria de ntmeros.

Naturalmente, se trata aqui, en tltimo térmmo, de una cues-
tidn de matemdtica de precisidn; pues s6lo en ella tiene signifi-
cacién el cardcter de la naturaleza numérica ; al matematico prac-
tico le basta la determinacién de las primeras cifras decimales,
.que le permiten realizar précticamente la cuadratura del circulo
con toda la exactitud posible,

Con Io expuesto queda ya premsada la posicién que la Teoria
de ntimeros ocupa en la escuela; y aun resta ver cémo se halla
en la ensefianza universitaria y en la tnoestigacidn cientifica.
Pudieran clasificarse en dos grupos todos los mateméticos que
trabajan independientemente en sus investigaciones, segtin su
actitud con respecto a la Teorfa de ntmeros: el grupo que po-
dria llamarse 'de los entusiastas y el de los indiferentes. Para los

primeros, no hay ninguna ciencia que sea tan bella ¥y tan impor-

tante y que contenga demostraciones tan ¢laras y precisas y teore-
mas tan rigurosos como la Teorfa de ntimeros ; «si la Matematica
es la reina de las ciencias, la Teorfa de ntimeros es la reina de la
Matematica», dice Gauss. Para los indiferentes queda esta teorfa
muy apartada ; se preocupan muy poco de su desarrollo, y la

dejan de lado en todas sus investigaciones. La mayoria de los

estudiantes observan conducta que coincide cofi esta segunda di-
reccién. , - .

La razon de esta singular divisidn, creo haberla hallado en
lo siguiente : Por una parte, la Teoria de nimeros es fundamen-
tal para todas las investigaciones matemdticas profundas; con ex-
traordinaria frecuencia tropiézase con ella partiendo de regiones
completamente distintas, aun de cuestiones aritméticas sencillas.
Por otro lado, la Teoria de nimeros pura es una cosa Sumamente

.

.abstracta y es poco frecuente estar dotado de aptitudes que per-

mitan trabajar a gusto en el dominio de lo abstracto. Por esto yo
creo que la Teoria de nimeros seria mucho mds asequible y des-
pertaria mucho mayor interés, si fuese expuesta utilizando ele-
mentos intuitivos y figuras apropiadas, porque aun cuando sus
proposiciones son légicamente independientes de estos medios
auxiliares, se facilitaria mucho su comprensién con tales Tecursos.
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Esto he intentado en mis lecciones de los afios 1895 v 96 (1) y cosa
analoga se ha propuesto H. Minkowski en su obra Diophantiche
Approximationen (2). Mi curso tiene el:cardcter de una introduc-
. cibn elemental de esta teoria, mientras Minkowski aborda en
seguida de lleno el estudio de problemas especiales desarrollados
profundamente o '

En lo que respecta a Tratados dzdactwos de Teoria de nime-
ros, basta lo que encontrardn esparcido en las obras de Algebra.
Entre llos numerosos libros dedicados exclusivamente a esta teo-
ria  puede sefialarse’ el pequefio libro de Bachmann titulado
«Grundlagen der meueren Zahlentheorien (1).

Entrando ya en el examen de las materias especiales de la
Teorfa de ntimeros enumeradas al comienzo de éste capitulo, pro-
curaremos hacerlo del modo mas intuitivo posible ; tratando, na-
turalmente, lo que conviene que sepan los maestros, pero de nin-
gin modo en la forma en la cual podrian comunicar estos cono-
cimientos a sus discipulos. '

" La necesidad de tales explicaciones me la revela la experien-
cta de los exdmenes, que muestran que en esta teorfa los conoci-
mientos de los examinados, aspiranes al magisterio, se reducen
~con frecuencia a cosas sueltas, sin que en el fondo pueda perci-
birse ningin conocimiento concreto de la materia, Cualquier can-
didato dice que = es un nimero transcendente; pero son muy
pocos .los que saben el significado de este calificativo ; jalgunas
veces Se Oy,e decir'que ntumero transcedente es el que no es ra-
cional, ni irracional! Asimismo, he encontrado muchas veces
candidatos que saben bien que hay infinitos nimeros primos,
pero sin que tengan idea de la demostracién, a pesar de su
sencillez. - ‘ :

Voy a empezar, en efecto, con esta demostracién ; pues su-
pongo a todos en posesnﬁn de' los conocimientos que abarcan los’
puntos 1) y 2) de nuestra enumeracién.

Débese esta demostracién a Euclides, cuyos Elementos (en
griego stoxeta) no sdlo contienen la Geometria sistematizada sino

(l{_ Ausgenwihilte Kapitel der Zahlentheorie (Ausg. v. A. Sommerfeld und
Ph. Furtwangler). Reimpresa -en Leipzig, 1907, »

(2)- Con. un apéndlce Eine Einfihrung in die thle%theome Leipzig,
1907.

1) Sammlung Schubert tomo LIIL. Leipzig, 1907.
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también diversas cuestiones aritméticas y algebraicas en lenguaje .
geomiétrico. La demostracion de Euclides de la existencia de in-
finitos mimeros primos procede asi: Si la sucesién de los ntime-
‘ros primos fuese finita, por ejemplo, la 1, 2, 8, 5; ..., p el ni-
mero N=(1.2.3...9)+1, que no es divisible por 2, ni por
3, 5, ..., ni finalmente, por p, ya que todas estas divisiones dan
de residuo 1, serfa un ndmero primo o habria un ndmero primo
~ distinto de los 2, 8, ..., p y, por consiguiente, mayor; y en ambos
casos el resultado est4 en contradiccién con la hipétesis.

En lo que se refiere al cuarlo. punto, la descomposicion de los
nameros en sus factores primios, conviene miencionar la tabla de
factores primos de Chernac, Cribum arithmeticum (1), una de las
més antiguas y muy notable, que desde el punto de vista hist6-
rico tiene un valor tanto mdas grande cuanfo que es exacta en
alto grado. El nombre de tabla viene unido al de criba de Eratés-
tenes desde la antigiiedad :- Tiene como fundamento el hecho de
que separando sucesivamente de la serie de todos los niimeros
los que son divisibles por 2, 3, 5, ..., quedan, por tltimo, sola-
mente los ndmeros primos. : '

"Chernac da la descomposicién en factores primos de todos los
ntimeros no divisibles por 2, 3 6 5, hasta 1020000 ; todos los
numeros primos contenidos en la tabla estan subrayados, de modo
que por esto puede decirse que es la primera tabla que da los
ntimeros primos menores que 1020 000.

Después, en el siglo XIX, se ha proseguido el calculo de los
numeros primos llegando hasta el noveno millén.

Entremos a considerar el quinto punto, la tmnsformacwn de
los quebrados ordinarios en decimales. Una teorfa acabada de
esta transformacién puede hallarse en la obra ya citada de 'We-
ber-Wellstein. Aqui vamos a limitarnos a explicar el*fundamen-
to, valiéndonos de un ejemplo sencillo y tipico.’

. 1 , . .
Consideremos el quebrado TR siendo $ un nimero primo dis-

tinto de 2 y 5; y vamos a probar que —; es igual a una fraccion

decimal perwdzca indefinida, y que el niumero de cifras 3 de su
periodo es el menor exponente para el cual 10° , dividido por p,

' (1) Daventriae, 1811,
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da resto 1, o, como se dice en la teoria de numeros, 3 és el menor
exponente que satisface a la congruencia.

=1"(méd. p.)

La demostracién exige, en primer término, el conocimiento de
que esta congruencia es siempre resoluble, lo que nos da inme- -
diatamente la conocida proposicién de Fermat de que para todo
ntimero primo, p, distinto de 2y 5 es ‘

107-1=1 (méd. p.)

Prescindimos de la demostracién de esta proposicién funda-
mental que constituye uno de los instrumentos de mayor uso para
todo matemético y tomamos esta propiedad de la teorfa de nu-
meros. El ntimero exponente buscado & es p—1, o un divisor
de p—1. '

o

. . I , '
‘Aplicando ésto a P, tenemos que ———p-’—}—es un ndmero en-

tero N, y, por consiguiente, que

3
10 1
N v = +N
u

1 : . . :
Al convertir yTen fraccién decimal, d@ben, pues, ser

1dént1cas las cifras decimales correspondlentes, por ser su dife-

rencia un numero entero; y puesto que‘ —%(9)— se deduce de —]—10— co-
rriendo la coma hacia la derecha 3 lugares, resulta que las cifras .
.decimales de —1—19— quedan invariables en esta dperaciéh, es decir,
que la fraccion decimal del quebrado —110— estd formada por repe-
ticion indefinida del mismo «periodon de § cifras.

Para reconocer que no puede darse un perfodo cuyo nimero
de cifras sea 3'<03, basta probar que el numero de cifras 3 de

' ; . . 3

todo periodo debe satisfacer a la congruencia 10" =1; puesto
que sabemos que 2 es la solucién més pequefia de esta congruen-
cia. Esta demostracién se reduce a una sencilla inversién de la-
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marcha del tazonamiento ya expuesto: De la hipétesis hecha se

BI
sigue que —119~ y——;—- tienen iguales las partes decimales ; por con-
: "1
Lo 10 . , .
siguiente, > es 1gua1 a un nimero entero, y, por tanto,

10" —1 es divisible por p ; luego 10 " =1 (méd. p); quedando con
esto acabada la demostraci6n. -

He aqui algunos ejemplos instructivos, lo m4s sencillos posi-
bles, en los cuales se ve que realmente 3 puede tomar los valores
mds diferentes menores e iguales a p—1,

Consideremo$, primeramente, la fraccién’

|
3 = 0,33 .

aquf 3=1; vy, en efecto, es-10*=1 (rhéd. 3). Para

1
=),
ETH 0909

es 3=2, y, en consecuenc1a, 10=10, 10°=1 (méd. 11). El méxi-
mo valor 3=p =1 aparece en la fraccién

-;_ = 0,142857142857' :

donde 3=6; en efecto, se Verlflcan las siguientes congruencias,
10=3, 102—2 10°=6, 10*=4, 10°=5 y 10°=1 (mdéd. 7).
Entremos, ahora, en el sexto punto de nuestra enumeracion :
las fracciones continuas. No daremos aqui la exposicidon usual,
aritmética o abstracta, que puede verse, por ejemplo, en la obra
ya citada de Weber-Wellstein ; sino que veremos, con este mo-
tivo, cémo puede obtenerse con una exposicion geomemca intui-
tiva una visién clara y facilmente comprehsible de cuestiones
de la- Teorfa de nimeros, siendo de advertir que al hacerlo asi,
nos limitamos a volver al camino Segmdo por Gauss y Dirichlet,
sélo abandonado. por los modernos matematicos hacia 1860. "
Naturalmente, nos limitaremos aqui a indicar en lineas gene-
rales lo mds importante y dar teoremas sin detenernos a demos-
trarlos, suponiendo que el lector conoce suficientemente la teorfa



elemental de las fracciones continuas, Una exposicién detallada
de la misma puede verse en mis lecciones autografiadas de la
Teorfa de nimeros. '

Ya sabemos cdmo se desarrolla up nimero racional positivo
en fraccidn continua; designando por u,; el mayor entero conte-
nido en w, es

w=uy+ 7, 0>r,<1);
‘

, 1 .
operando con - lo mismo que con w, serd’
0

-,;10—=u1+1'1', (O<’l“1%<1)

y asi siguiendo

D T I R R T R e N A I A A Y

Este algoritmo termina después de un cierto nimero de opera-
- ciones, cuando w €s racional ; y, en caso contrario, ;b'rosigue in-
definidamente. En todo caso podemos escribir abreviadamente
como. desarrollo de w en fraccién continua :

1

w = u()—l—

%y +

U+ —
‘ug +
Como ejemplo de un desarrollo en fraccién continua ilimitada; .

tenemos :

1

x = 3,14159265 ... =3 4 —
7+
15 -+

192+ ...
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Cuando suprimimos en la fraccién continua todos los denomi.

" nadores que siguen al-1.°, 2.°, 3.°, ..., se obtienen fracciones
. Po Dy 1 123
wy = ——— — Uy + = can
a0’ o’ 1 2
#y+ —
Ug

‘que dan wvalores de aproximacion extraordinariamente buena
de w, porque—dicho con mayor precisién—cada uno de ellos da
la mayor aproximacion que es posible alcanzar con quebmdos del
mismo o menor denominador. : '

Esta propiedad da una gran 1mp01tan01a ‘practlca a la teorfa
de las fracciones continuas siempre que convenga expresar con la
mayor aproximacién posible por medio de fracciones lo mds sint-

" ples posible—es decir, con fracciones de ‘denominador minimo—
ndmeros irracionales o quebrados de términos bastante grandes
(por ejemplo, quebrados decimales de muchas cifras). Comparari--
do la expresién en fraccién decimal de ==3,14159265 ... con lo3
valores de las primeras reducidas de su desarrollo en fraccién
Contlnua : ’

Po g P % = 3,14285, —?iz—z-‘?’f“f?’——3141509
do _ q1 s g 106
Ps 355 '
———~31419 5 .
% 113 5926

se ve la gran aproximacién de éstas al verdadero valor,

Se observa, ademés, en este ejemplo, que: estos valores apro—
ximados son alternativamente més pequefios y mayores que = ;-
propiedad como es sabido, de cardcter general : el desarrollo de
un numero cualquiera w en fraccion continua, da valores-alter-
nativamente menores y mayores que w v que cada vez difieren
menos enire si.-

Una representacion geométrlca pone muy bien de manifiesto
cuanto decimos. v

Fijémonos para ello en el cuadrante de coordenadas positivas
del plano xy—ya que nos limitaremos a considerar nimeros po-
sitivos—, y sefialemos todos los puntos cuyas coordenadas sean



numeros enteros, los cuales forman lo que llamaremos una red de
puntos. Fijémonos en esta red, que casi me atreveria a llamar
«cielo estrellado» de puntos, vista desde el origen de coordena-

° ° «/ @ ®
b’ ° \01/‘1. o °
% /
Q\ ° . . ) o
P 53
?2_,0' e e- o @
_/?_” !" {I T e ~v @ 'S
7 [/ ;
gex
Figura 6

das ; el radio vector que va de 0 al punto (x=a, ¥="0) tiene por
ecuacién ’

=%
5

@[a

y rec1procamente, sobre toda»recta*com_o éstas : ——?7=)\, sien-
do A racmnal = —, hay infinitos puntos de coordenadas enteras
b p

(m .a, m.b) donde m' es un nimero enterc cualquiera. '

Resulta, pues, que mirando desde 0, en todas las direcciones
racionales, y s6lo en ellas se ven puntos de la red considerada ;
que el campo’ de visién es denso en todas partes, pero no esta
lleno de un modo completo y continuo de estrellas, sino que
podria compararse a la via ldctea. Sobre todo rayo irracional

X
— =w, donde w_es irracional, no hay, por consiguiente, aparte

il

el punto 0, ningin punto de coordenadas enteras, resultado digno
.de anotarse. , ' '
Recordando la definicién dada por Dedekind, diremos ‘que
cada una de dichas rectas establece una cortadura en el campo
de los puntos de coordenadas enteras, puesto que separa el con-
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junto de puntos situado a su derecha del de su izquierda. Si ahora
pretendemos ver'la forma en que ambos conjuntos estdn limitados

) x ' . . ;. .., -
por la recta —— =w se obtiene una interesantisima reiacidn con

el desarrollo en fracc16n continua de w. Marquemos para toda

siendo. Ios térmi-

Ty

nos p, y q, prlmos entre s ; entonces los rayos que des»de 0 pro-

x
yectan estos puritos se aprox1man cada.vez més al rayo - =

y alternatlvamente por uno y otro lado en la misma medida en

; y recurriendo a

las propledades bien conacidas de los pares de numeros p,, q, se
encuentra el siguiente teorema : Si se imaginan clavados alfileres
- en todos los puntos de coordenadas enteras, algo asi como es'el’
llamado.billar chino, y l'zgamos los conjuntos de alfileres situados

a uno y otro lado de la recta < —w por un hilo que se manien-

ga tirante, los vértices de los poligonos convexos que forman los
‘hilos son, precisamente, los punios (p., q.) que licnen por coor-
denadas los numeradotes y denominadores-de las sucesivas redu-
cidas de la fraccidn continua que representa w, siendo los vértices
" del poligono situados a la izquierda los correspondientes a las
reducidas de mdzcc par y los del de la derecha a las de indice
imipar. »
 Se obtiene asi una nueva definicién geometrlca eminentemente
intuitiva del desarrollo en fraccién continuva,
La figura adjunta corresponde al caso de ser:

_ V-1 1
1+

1

T

es decxr, al lado irracional del decagono regular los ‘primeros'
vértices de ambos poligonos son
izquierda : pe=0, q,=1; '{)2=1,, 9,=2; P,=38, q,=5...
derecha: p,=1, g;=1; p,=9, q,=3; 175=5, q;=8



Para =, los valores de p, y q,.'crecen mucho méas rapidamen-
te, de modo que apenas puede dibujarse la figura correspondien-
te, si no es con dimensiones muy grandes. La demostracién del
teorema que acabamos de enunciar puede verse circunstanciada-
mente en mis lecc1ones autografladas, de que ya queda hecha
mencion. . :
" Vamios a tratar, ahora, el punto séptimo, los numeros pitagd-
ricos, utilizando la intuicién espacial en una forma algo diferen-
te. En lugar de la ecuacidén

aZ‘_-l— b2=c? [1]
cuyas soluciones enteras.se trata de hallar, con51dera1emos la
ecuacxén

§+q*=1 {2}

que se deduce de la [1] poniendo

con lo cual el problema queda reducido a determinar todos los
pares de nimeros racionales (&, v) que satisfacen a la [2]. Parti-
mos de la representacién geométrica de todos los punios racio-
nales (€, 1), es decir, de todos los puntos de coordenadas raciona-
les £ y 4 que llenan el plano &, densamente en todas sus partes.
La ecuacién &2+4y*=1 representa, en este plano, el circulo uni-
dad, cuyo centro es el origen, de modo que nuestro problema se
reduce al de ver cdmo wva pasando esta circunferencia entre los
punios racionales cuyo conjunto es demso en todas partes, v,
" en particular, cudles de estos punios Contiene. Algunos de.estos
puntos son conocidos, desde luego, los puntos de interseccién
con los ejes; entre ellos vamos a fijarnos especxalmente en el
S(&—"‘“lyn 0).

Imaginemos todos los rayos que parten de S, los cuales estén '
representados por la ecuacién [4] " :

n=ME+1)

y lamémoslos racionales o irracionales, segun que el valor del
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pardmero correspondiente A sea o no racional ; se verifica enton-
~ ces el siguiente doble teorema : Todo punto racional de la circun-
ferencia se proyecta desde S segim un rayo racional; y recipro-
camente; todo rayo racional que parte de S corta a la circun-
ferencia en un punto racional. ' k _

E! teorema directo es inmediato. El reciproco se demuestra

) ,
| p=A(Et)

L

Figura 7

por calculo directo sustxtuyendo en la ecuacidn [2] el valor de 1
dado por la [4]; se obtiene asf la absc1sa del punto de intersec-
cién resolviendo la ecuacién :

2 4N(ER 1) =1,
o sea’ .
(L+23)E? + 028 +202—1=0.

Una solucién, £=—1, de esta ecuacién es la ya conocida, co-
rrespondiente a la interseccién S ; el valor de la otra se deduce
por un pequefio calculo,

12

~ t= T 2

y sustituyéndolo en [4] se obtiene la _ordenada,~qorr‘espondient‘é
o
1%’

n= [5°]
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.y estas expresiones demuestran que, en efecto, el segundo punto
de interseccidn es racional si corresponde a un valor racional de A.

Los dos teoremas, directo'y reciproco, que acabamos de de-
mostrar, pueden enunciarse también asi: Todos los puntos ra-
cionales de la circunferencia estin representados por las férmu-
las [5] en las que )\ puede tomar cualquier valor racional, Con
esto queda resuelto el problema en cuestién y sélo falta pasar a
los niimeros enteros.

Para ello ponemos:

n= 2
m

donde n, m designan ndmeros. enteros y sustltu} endo en las fér-
mulas [5], se obtiene :

E_mz-—nz - 2mn
m? + n?’ CTme o

-como conjunto de todas las soluciones racionales de la ecua-
~ci6n [2]. Por consiguiente, todas las soluciones enteras de la pri-
mitiva ecuacién [1], es decir, todos los naimeros pilagdricos esldn
dados por las siguientes formulas:

a=m?—n?  b=2mn, c=m*+n?

obteniéndose lodas las soluciones compuestas de nivmeros primos
entre si, cuando se alribuyen a m y n todos los pares de nimeros
_primos entre si. Tenemos, pues, con esto una deduccién muy in-
tuitiva de este resultado que de otro modo hublera parecido muy
-abstracto. '

Para terminar, hablaremos algo acerca del «gran teorema de
Fermaty»., Deantiguo han tratado los geémetras de generalizar los
numeros pitagéricos extendiendo la cuestién al espacio de tres o
més dimensiones, dando asi origen a este problema: ; Es.posi-
ble que la suma de los cubos de dos nimeros sea el cubo de otro,
o0 que la suma de las cuartas potencias dé una cuarta potencia
y asi sucesivamente? O sea, en general : ¢ Tiene soluciones en-
teras la ecuacion 4 ;

"ty =" (6]

5
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suponiendo que n sea wn nimero entero cualquiera? Tal pregun-
ta ha sido contestada negativamente por Fermat, enunciando
el teorema que lleva su nombre : ‘

La ecuacidn x"+y"=z" no liene soluciones enteras para nin-
gun walor entero de n, excepio para n=2. ‘

"Antes de entrar de lleno en esta cuestidn, permltasenos dar
algunos datos histdricos. Fermat vivid desde 1601 hasta 1665

y fué jurisconsulto y miembro del Consejo del parlamento de
rToulouse pero se ocup6 mucho y con gran fruto en cuestiones

matemdticas, mereciendo que se le cuente entre los més gran-
des mateméticos. El nombre de Fermat ocupa un lugar pre-
eminente entre los de los fundadores de la Geometria analitica,
del Célculo- infinitesimal y del Calculo de probabilidades ; sin em-
bargo, sus mas importantes 1nvest1gac1ones pertenecen a la Teo-
ria de numeros. .

Todos los resultados a que llegé en esta Teorla, los dejé ‘en
forma de notas puestas al margen de un ejemplar de las obras
de Diofanto, matemdtico de la antigiiedad que tanto se ocupd
en la Teorfa de ntimeros, y vivié, probablemente 300 afios an-
tes de J. C., o sea unos 600 afios después de Euclides, en Ale-
jandria. Fermat no dié luz ninguna de sus investigaciones, que
sélo fueron conocidas por la valiosa correspondencia cruzada
" con los personajes de su'tiempo y porque cinco afios después de
su muerte su hijo publicé las notas a la obra de Diofanto, entre
las cuales figura el llamado gran teorema, que ahora nos ocupa,
del cual decia Fermat: «he encontrado una demostracién real-
mente admirable, pero el ‘margen es muy pequefio’ para poner-.
lan (1). Hasta hoy no se ha logrado encontrar una demostracién
de este teorema.

Para orientarnos mejor en el contenido de este teorema co-
mencemos, como en el caso de ser n=9, por ver las soluciones
racionales de la ecuacién

&+ "= 1,

o, dicho de otro modo, por ver qué posicién ocupa la linea re-
presentada por esta ecuacion, respecto del conjunto de los puntos

'(1) Véase la ediciéon publicada por la Acad. de Ciencias de ‘Parfs: iOeu-‘
vres de Fevmat, t. 1. (Parfs 1891), pag. 291 y t. IIT (1896), pag. 241.
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racionales del plano £q. Para n=3 y n=4, la curva tiene las
formas que, aproximadamente, se representan en la figura:

n:=3
S ) 0
A
ot |
Figura &
La primera contiene, desde luego, los puntos £€=0, n=1y

i=1, n=0; y la segunda los (0, +1), (+1,0), v el teorema de
Fermat dice que, contrariamente a lo que ocurria en el caso del
circulo unidad, estas lineas pasan a través del conjunto, denso en

todas partes, de los puntos racionales, sin pasar una sola vez por.

ninguno de ellos.

El interés que desplerta este teorema radxca, principalmente,
en que todos los esfuerzos realizados para demostrarlo han sido
infructuosos. Entre los que han intentado la demostracién merece
ser. seflalado de manera especial Kummer, que ha dado un con-
siderable avance en el prob]ema,,relacwnand()lo con la teoria de
los niimeros «algebraicosy, y, muy en particular, con la teoria dé

los numeros «divisores de la circunferencian. Sirviéndose de la

n-sima raiz de la unidad,

‘se puede, en efecto, descomponer x*—y" en factores lineales, con
lo cual la ecuacién de Fermat toma la forma ,

x"=(3—y) (5—e ¥) (3=’ ¥) ... (5—<"1 y),

es decir, la n-sima potencia del ndmero entero x debe descom-
ponerse en n factores constituidos por dos ntimeros enteros v, z
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v el : en la forma indicada. I<ummer construyé para-tales nime-
oS teorfas anélogas a las que de muy antiguo se conocen para los
enteros ordinarios, basadas en los conceptos de divisibilidad, des-
composicién en factores, etc. ; y asf se habla de nimeros algebrai-
cos enteros y para éstos, especialmente, de nimeros divisores de
la circunferencia, por la relacién del nliimero ¢ con el problemd de
divisién de la circunferencia en partes iguales. El teorema de
Fermat es, pues, para Kummer un teoréma sobre descomposicign
factorial en el campo de los nimeros algebraicos divisores de.la
circunferencia y en la teoria de éstos buscé el fundamento para
la demostracién del célebre teorema, y, en efecto, logré darla
para un gran numero de valores de n; desde luego, para, todos
los inferiores a 100'; para los mayores que 100, hay valores excep-
cionales para los que ni Kummer ni ninguno de los matématicos
posteriores han podido dar la anhelada demostracién. Datos més
completos acerca del actual estado del probiema pueden verse
‘en la Enciclopedia matemética, tomo I, 2, pdg. 714, al final del
articulo de Hilbert sobre «Theorie der algebraischen Zahlkoer- -
pern. El mismo Hilbert ha continuado y extendido las investiga-
ciones de Kummer, '

No es de creer que Fermat haya encontrado su «admirable de-
mostraciény siguiendo este camino; pues no. es muy probable
que_pudiera hablarse de ntimeros algebraicos en una época en
" .que, seguramente, nada claro se sabfa acerca del imaginarismo y
en que la propia teoria de'nimeros estaba por hacer, siendo preci--
samente Fermat quien le dié gran impulso. Por otra parte, no es
de creer tampoco que un matematico de la talla de Fermat haya
dado una demostracién errénea, aunque también se encuentran
errores entre los grandes matematicos._ Hay, pues, que pensar que
llegd a la demostracién por una sencilla idea feliz, pero como no
existe la menor indicacién acerca de la direccién en que podria
“buscarse tal idea, se concluye que, probablemente, solo puede ¢s-
perarse una demostracion completa del teorema de Fermat, de

una continuacion sistemdtica de los trabajos de Kummer.
Estos problemas gozan desde hace algunos afios, de la aten~
cién de bastantes investigadores ; puesto que, como es sabido, la
Academia de Ciencias de Gotinga estd encargada de otorgar un
premio de 100 000 marcos para el que demuestre cl teorema de



AN

Fermat, premio concedido por legado de un matemaico de. Darms-
tadt, Wolfshehl, muerto en 1906, .y que probablemente debié de
consagrar gran parte de su vida al problema, y ha dejado parte
de sus bienes para el afortunado que demuestre en general la pro-
posicién de Fermat o presente un ejemplo en que no sea cierta,
“cosa esta ultima nada sencilla, porque demostrado ya el teorema
para los exponentes inferiores a 100, el que preténda lograrla ten-
drd que comenzar sus célculos con nimeros extremadamente
grandes. - ,

Lo que hemos dicho permite adivinar lo. dificil que debe pate-
cerle alcanzar tal premio al matemético que conoce esta materia
y los esfuerzos de Kummer y sus sucesores en sus tentativas de
demiostracién, perc el gram publico no es, indudablemente, de
la misma opinién. Desde tdltimos del verano de este afio corri
por los periédicos la_noticia de este Premio (noticia, para cuya
publicacién, no estaban por cierto autorizados) y nos han llegado’
ya una enormidad de «demostraciones». Gentes de todas lag pro-
fesiones, ingenieros, maestros de escuela, clérigos, un banquero,
muchas sefioras, etc., han participado en estas comunicaciones.
Sélo una cosa de comin se observa en todos ellos: que no liénen
idea de la gran importancia matemdtica del problema, ni atn si-
quiera han procurado informarse previamente del asunto, sino
que han creido que con una repentina ocurrencia podia resolver-
se la cuestion, lo que, naturalmente, es absurdo. No puedo sus-
traerme a la tentacién de dar a conocer un ejemplo caracterfstico
de este caos de disparates. Un sefior que desconoce el signo>
lee en lugar de .

X" Yt =2M(n>9),
lo siguiente
Kyt =20 (4 2),

y naturalmente, ya para n=1, es decir, para x+vy=3z puede dar
inmediatamente soluciones ; y el hombre envia ésto y tiene a los
matematicos por tan estipidos que por tan poca cosa otorguen
. un premio de 100 000 marcos. . E

- Ponemos punto a todo lo relativo al Teorema. de I‘ermat v
pasamos a la octava cuestidn de nuestro programa, al problema de
la division del circulo.



Aunque mds adelante hemos de ocuparnos detenidamente en
cuanto se refiere a la exposicién sistemdtica de las operaciones
con los nimeros complejos y su representacién geométrica en el
plano completo xy, lo suponemos, desde luego, conocido de to-
dos. Se trata aliora del problema de dividir la circunferencia en n
partes iguales o de construir un poligono regular de n lados. Po-
demos, naturalmente, limitarnos a ansiderar el circulo unidad
cuyo centro es el punto O del plano complejo y. tomar el punto
x+iy=1 como ¢l primero de los # puntos de divisién ; entonces
loé ntiimeros complejos correspondientes a los n vértices "

2T

2kx 2k _, " (k:O,l; ...7.?%_-’»1)”
n " '

&= x4 1y = cos -+ 7 sen

segtin el teorema de Moivre satisfacen a la aecuacién :

g"=1, '
con lo cual el problema de la divisidn del circulo queda reducido
a la resolucion de esta sencilla ecuacidn algebraica. .
Puesto que esta ecuacién admite siempre la raiz racional
z=1, es z"—1 divisible por 2—1, y las #—1, raices restantes son
las de la llamada ecuacién ciclotémica :.

g 4" L+ 2%+ s+ 1=0, -

la cual es de grado n—1 y con todos los coeficientes iguales a 1.

Desde la antigiiedad ‘ha sido objeto de estudio para los mate-"
méticos averiguar : Qué poligonos regulares se pueden construir
con el solo uso de la regla y del compds. Era ya conocido de los
antiguos la posibilidad,de’la solucién cuando el ntmero de vér-
tices es: n=2".3.5 (siendo h un entero cualquiera) y también
para los valores compuestos n=2".3, n=2".5, n=2".3.5, pero
en ese punto se estanco el problema hasta después del siglo xvin
en que el joven matematico Gauss empezé a ocuparse con él y
encbntré que el problema de la division del circulo en p partes °
iguales es posible siempre que p es un nivmero primo de la forma

p=2%"+1
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v solo en este caso. Para los primeros valores p=0, 1, 2, 3, de
esta férmula se obtienen, en efecto, los niimeros primos :

3,5, 17, 957

de ellos, los dos primeros son casos ya conocidos, en tanto que
los otros dos corresponden a casos esencialmente nuevos. Par-‘
ticularmente famoso es el del pentedecdgono regular cuva cons-
trucm(’)n con la regla y el compds fué demostrada primeramente
por Gauss. Por lo demés, no se conoce, en general, para qué va-
lores de p da nimeros primos la férmula antes puesta. Tampoco
aqui vamos a entrar en pormenores, ‘sino que nos limitaremos a
indicar los recursos generales y-la sighificacién que encierra este
descubrimiento, remitiéndonos para-un estudio mas completo del
pentedecdgono regular a la obra ya citada de Weber-Wellstein.:

Es digno de ser leido el diario de Gauss que aparece impreso
en el tomo 57 de la revista Mathematischen Annalen (1908); es
un pequefio cuaderno, en apariencia insignificante, que Gauss em-
pezo a escribir en 1796, poco antes de cumplir los 19 afios, y pre-
‘cisamente la_primera nota que en él se registra, se refiere a la
posibilidad de la construccién del pentadecdgono regular (marzo,
1796) ; este precoz e importante descubrimiento fué el-que decidi6
a Gauss a dedicarse definitivamente a la matemAtica. Todo ma-
tematico debiera hojear este diario que le habria de interesar en
alto grado, ya que en él pueden seguirse paso a paso los nota-
bilisimos trabajos ‘de Gauss en Teoria de ntimeros, funciones
elipticas, etc.

Este primer gran descubrimiento de Gauss fué publicado en '
una.breve comunicacién en el Jenaer Literaturzeitung del 1.° de
julio de 1796, gracias al maestro y protector de Gauss, el conse-
jero de la Corte Zimmermann, de Brunswick, y acompaifiada de
una breve nota personal del mismo (1). La demostracién la pu-
blicé. Gauss por primera vez, en una memoria fundamental para
la Teoria de nimeros Disquisitiones arithmeticae en el afio 1801 ;
alli se encuentra también por primera vez la parte negativa de

s la cuestlon de que carecia aquella nota, es decir, que para nume-

r0s pﬂwws no contenidos en la formula 2 41 no puede realizar-
se la construccidn con el solo uso de la regla y del compds.

. (1) Publicada también en Math, Ann., 57 (1903), pag. 6.
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- Aqui presentaremos un ejemplo de esta importante demostra-
cion de imposibilidad; con tanta mayor razén cuanto que en el
gran piblico existe una casi total incomprensidn de tal clase de
demostraciones. La moderna matemdatica ha podido dar solucién
con ellas a una serie de problemas famosos contra los cuales ve-
nian estrellindose desde la antigiiedad todos los esfuerzos de los
matemdticos ‘empefiados en su resolucién ; al lado del eptdgono
regular pueden citarse, entre otros, los de ]a triseccidn del dngulo
.y la cuadratura del circulo, con regla y comipéds. A pesar de ello,
sigue habiendo todavia gentes ocupadas en estos problemas, des-
provistas de conocimientos mateméticos superiores, ignorantes de
la existencia de estas demostraciones de 1mp051b111dad e incapa-
ces de LOmprenderlas. ,

Tales gentes, con arreglo a sus conocimientos, que se limitan
genera]mente a la Geometria elemental, tratan de resolver estas
cuestiones trazando rectas y circulos auxiliares, que de tal manera.
‘multiplican que no hay quien pueda descifrar el caos de tantas
lineas y mostrar directamente al autor el error de su construccion,
De nada sirve tampoco acudir.a la demostracién de la imposibi~
lidad aritmética, porque, en su mayor parte, estas gentes no atien-
den consideraciones ni refutaciones de su demostracién. Cada
“afio llegan a manos de los mateméticos de cierta nombradia gran
nimero de tales envios, y a ustedes les llegardn también, si
viven, tales demostraciones ; lo cual es bueno, si estin prepara-
dos para estas aventurds y saben cémo han de conducirse en
ellas. Probablemente, entonces les serd de gran utilidad el haber
podido dominar alguna demostracidn- de imposibilidad en la for-
‘'ma més simple posible. o

Por esto voy a demiostrar ahora la imposibilidad de construir
el eptagono regular con el solo empleo de la regla y del compds.
Es blen conocido que toda construccién con estos instrumentos.
equ1vale analiticamente a una expresién compuesta de radicales.
cuadraticos ; y reciprocamente, que toda expresién compuesta de
estos radicales puede construirse geométricamente por intersec-
ciones de rectas y circunferencias. Asi, pues, podemos formular
analiticamente nuestro problema en esta forma: La ecuacion de
sexto grado

2+ 2+t + 2 L2242 +1=20,
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caracteristica del epldgono regular, no puede ser resuelta por me-
dio de un nimero finito de radicales cuadrdticos. Esta ecuacién es
de las llamadas reciprocas, en las que si z es una raiz, también

lo es —;7-, lo cual se ve claramente poniéndola bajo la forma

. R .
B2ttt l+—+—+—=0 {1
z g Z.’ ’ 23 .

Toda ecuacién de esta naturaleza puede reducirse a una de grado
mitad, sin mas que introducir la nueva incognita

x=7z 4+ —
+Z

deduciéndose, por un célculo sencillo, la siguiente ecuacién cl-
bica en x: '

- x3+x2—A‘2x-1‘=0 LQ}‘

'y facilmente se comprende que o las dos ecuaciones [1] y [2] pue-
den ser resueltas por medio de radicales o ninguna podra serio.

Plano z

Figura 9

Por lo demis, se 've en seguida una relacién geométrica directa
entre x y la construccion del eptdgono ; en efecto, la figura adjun-
ta en que se ha trazado el circulo unidad en el plano complejo,

: < . . . *
muestra que designando por. 9= é;;el 4dngulo central del eptago-

no regular, los dos vértices contiguos al z=1 son

= COSC — iseny

lVI—A

z=cos¢+isen® ¥y
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Y que por tanto es: x=z+ _1; =2cos¢ ; con lo cual en cuanto se -
conoce ¢, puede construirse en seguida el eptagono. ,

Tenemos, por consiguiente; que demiostrar que la ecuacidn cii-
bica [2] no puede resolverse por medio de radicales cuadrdticos.
Esta demostracidn se descompone en dos partes : una aritmética v
otra algebraica, y comenzamos por la primera que, de modo natu-
ral, se relaciona con nuestras con51derauones sobre la Teorfa de
nimeros: Probaremos, en primer término, que la ecuacidn cibica
[2] es irreducible, es decir, que su primer miembro no puede des-
. componerse en factores literales de coeficientes racionales. Sabido
€s, que un polinomio de tercer grado siempreé puede descomponer-
se en un factor lineal y otro cuadratico de coeficientes reales (su-
puestos reales los del polinomio) ; y bastara, ahora demostrar Ia
imposibilidad de que en la descomposmlon :

. x‘"‘+x2——2x’—1=(x’2+ﬁ;\‘+y)(x+<z)

los coeficientes «, B, del segundo miembro sean racionales.
El primer paso esenc1a1 para esto es probar que si fuese po-
sible tal descomiposicién racional de nuestro polinomio. entéro, los
. nimeros «, 8 y v tendrian que ser no sélo racionales, sino enteros.
Esta proposicién es un caso particular de un importante lema ge-
neral de Gauss expuesto en sus chqmsztwnes arithmeticae : Si un
polinomio de la forma

f(x):*c"jta1 Kl da, X +d,,;1~x+a,,

de coejzczenfes enteros s¢ descompone en un producto de polzno-
mios de la forma .

Y(®)=x"+b x" + b, x4+ . +b,
vde coeﬁozentes raclonales, esio,g 006fzczentes b son necesaria-
‘mente nimeros. enteros.
Daremos la demostracién en el caso concreto’ que nos ocupa,
porque siempre es muy Uutil cuando se trata de una proposicién
general, fijar la atencién en un ejemplo determinado.
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Comenzamos suponiendo que al -efectuar la dfscomposmlén
“indicada, los coeficientes a, 8 y v han sido reducidos a un comun
denominador, de modo que podemos escribir :
: . ,

,”3”*‘“2“2”‘1'1:(””“%9” Jr"%) (w+f—2) [3]

w

siendo a, b, ¢ y n niimeros enteros ; y Se trata ah01a de probar
11

. ‘
‘que los tres quebrados ~, son ndameros entero‘s, ‘0 lo'que

y
-es'lo mlst, que 4, b y ¢ son divisibles por n.

- Efectuando la multiplicacién indicada en el segundo miembro
-de [8] ¢ identificando sus coeficientes con los de las potencias
-del mismo grado de x en el primer mlembro, resulta que las tres
-expresiones

| o
ay 22wy

ab ¢ N
PraE A (4°)
deben ser necesariamente nimeros enteros.

Se llega ahora a la demdstracién del lema simplemente con-
'siderando en lugar de » uno cualquiera de sus factores primos 7,
poniendo, entonces, n=n, %, siendo n, primo con 7 y multipli-
-cando la expresién (4% por n, y las (4") y {49 por n®, se sigue °
-que también son enteros los walores:

a-+b ab en o ac
69 SEE, ) Do g L

ko ,’.zk, 'Tk X,

Si ahora pudiéramos deducir de aqui que:
a, b y ¢ son divisiblés por r““ (6] ‘

podria suprimirse el factor 7* en los numeradores y denomina-

-dores de todos los coeficientes de la descomposicién [3] y proce-

‘diendo del mismo modo con los factores primos del denomina-

‘dor n, que quedarfa, se llegarfa a la conclusién de que todos los

factores primos de n (se sobreentiende’las potencias de factores

primos divisores de n) v, por constguzente también n, éstin con-
:tenidos en a, b ¥ c.
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Para llegar a la conclusién [6] supongamos primeramente que

a solo fuese divisible por una potencia de r de exponente inlerior
a*, r" (0<k,<<k). Entonces, de la (5°) se deduce que ¢ tendria
QUe ser divisible, por lo menos, por 7* y aun por tina potencia de
mayor exponente, pues de otro modo el producto ac¢ no podria
sér divisible por la potencia de exponente 2k>k+k,. Por con-
~ siguiente, el segundo sumando de (5") es un nimero entero y en

. ., . . ab : .,
consecuencia, también lo es el primero —; » con lo cual también
. . o w2k

resulta que b seguramente es divisible por 7* y entonces, con-
siderando la (5% se ve que también a tendria que ser divisible
por r* puesto que lo son la suma a+b y el sumando b, resul-
tado en contradiccién con la hipdtesis hecha sobre a; luego
ésta es falsa y es a seguramente divisible por r*. De aqui,
segin lo que acabamos de decir, y fijAndonos en (5%), se infiere
que b es divisible por ™, y de (5%, po'r ser ab divisible por 7%,
se deduce que ¢ es dlmszble por r*. Queda, por lo tanto, de-
mostrada la afirmacién [6] y con ello también el lema de Gauss
para nmesiro caso. :

Sélo nos queda, pues, ahora, cormderar la posibilidad de una
descomposicion entera:

X 2%~ 1 (x4 Bady) (rba) | (71

donde «, § y y son ntmeros enteros. Para deducir de ella un
absurdo basta comparar los términos constantes de ambos miem-
bros y se obtiene:

—l=a.y

igualdad que da una descomposicién de la unidad en un producto-

"de ntimeros enteros, cosa sélo posible siendo a=+1y v=T71;
pero con estas condiciones el segundo miembro se anularfa
para x=—qg="F1, y el primér miembro no se anula evidente--
‘mente para ninguno de estos dos valores de o; de modo que nue-
vamente llegamos a una contradiccién, de la cual se deduce la
imposibilidad de la descomposicién entera [4]. Por lo tanto, de.
un modo general, queda’ demostrada la imposibilidad de una
descomposicién en factores racionales y por consiguiente, como-
querfamos, la irteducibilidad de la ecuacion cibica [2].
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»

La segunda parte de la demostracidn consistira, ahora, en pro-
bar que una ecuacign cubica rr’reduczble de coeficientes racionales
no puede resolverse por medio de radicales cuadrdticos. Aunque
la naturaleza de esta cuestion es esencmlmente‘algebmwa, sin em-
bargo, vamos a tratarld aqui para no perder la corexién con lo
expuesto. Nuestra tesis puede ser formulada en sentido posmvo
de esta manera: Toda ecuacidn cubtca

f(x)z,x3+Ax24—Bx‘+C¥O (8]

de coeficientes racionales resoluble por medio de radicales cua-
draticos, tiene seguramente una de sus raices racional, es decir,
es reducible; pues la existencia de una raiz racional « lleva con-:
sigo la del factor racional x—a del polinomio f(x), y, por lo
tanto, su reducxb1 idad.

A esta demostraciéon debe preceder (y este es el punto mas
importante) una classzacron de todas las expresiones formadas
con radicales cuadrdticos, o dicho mas exactamente, de fodas las
expresiones que resultan de operaciones racionales con un nime-
ro finito de radicales cuadrdticos y mimeros racionales. Un ejem-
plo concreto es '

Va—l—]/b -rl/e
Vd+Ve+1/

en que a, b, ..., f son nimeros racionales. Naturalmente, que aqui
se trata de rafces que no-se pueden extraer exactamente en ni-
meros racionales, pues todas las otras las suponemos, de una
vez para siempre, ya extraidas. . '

Toda expresiéon de esta clase puede considerarse como una
funcién racional de un cierto nimero de radicales cuadraticos,
en nuestro ejeniplo de tres; fijémonos, primeramente, ¢n un solo
radical cuyo radicando puede ser todo lo complicado que se quie-
ra ; llamaremos entonces orden del radical al mayor niwmero de
radicales superpuestos que €n él aparecen ; asi, por ejemplo, los
radicales que figuran en el numerador de la expresién ultima-
mente escrita « son de segundo y de primer orden, respectivamen-
te, y el del denominador es de tercer orden.



Para una expresidn irracional cuadrdtica cualguiera llamamos
orden, u, al mayor de los drdenes de los diferentes «radicales cua-
drdticos Simples» de la naturaleza que acabamos de indicar, con
los cuales est4 compuesta racionalmente la expresién ; en nuestro
ejemplo es p=3. Cuando en la expresién figuran varios «radi-
cales cuadréaticos simples» de orden p Y S nimero es n, este «nih- -
mero_de lérminos» lo consideramos como un segundo nimero
caracteristico de la expresidn, siempre que ninguno de los n radi-
cales- simples de orden y pueda expresarse racionalmente por -
medio de los otros con auxilio de radicales de orden inferior. Por
ejemplo, en la expresién de primer orden

V?+ V3 +Ve

no es 3 el ndmero de términos, sino 2, por ser ¥6=42.43.
La expresién o antes escrita es de tercer orden y tiene un solo’
término. Con esto_hemos hecho corresponder a toda expresion
irracional cuadritica dos nifimeros . y %, que asociamos en el
simbolo (u, n) como caracteristica o especie (Rang) de la expre-
sion. De dos expresiones irracionales cuadriticas de distinto orden,
atribuimos menor caracteristica a la de menor orden; y de dos
de igual orden, a la de menos términos. Las expresiones de ca-
racteristica minima son las de orden ndlo, o sea los nimeros.
racionales. ) :

Sea, ahora, x, una raiz de la ecuacién Cxﬁbipa [8], expresable
por medio de radicales cuadraticos, y supongamos que su expre-
© Sidn es de caracteristica (p, n) de modo -que poniendo de mani-
fiesto uno de los n términos de orden y, VR, cu expresién seréd
de la forma. ' '

e+ BVER
T+ VR

xy

-donde a, g, v y & contienen a lo sumo n—1 términos de orden p, -

y R es de orden p.—1. Ah'ora bien, y—2 ¥/ R tiene que ser distinto-

de cero, pues, de y—34/R=0 se sigue 3=y=0, lo que, eviden-

temente, es imposible, 0 ¥ R = ;f, es decir, que ¥V R podré'selr‘
' 0

expresado racionalmente por medio de los otros n—1 términcs
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de orden i que aparecen en x, v, por consiguiente, no lo hubié-
semos podido considerar como término de la expresién. Pode-
mos, pues, multiplicar los dos termmos del comente %, por

+—3WER y resulta :

&+3VR)0—0VR>
— 2 R

@ = =PLQVR

donde P y Q son funciones racionales de o, 8, v, 3 y 'Ry, por

tanto, contienen a lo mas n—1 términos de orden p, ¥ aun pue-

den no contener de este orden sino de orden inferior ; es decir,

su caracteristica es (u, n—1) a lo sumo. '
Llevando este valor de x, a la ecuacién [8] se obtiene

f@JEW+QMfV+AQHQMFP+BW+QJE+C:O

y efectuando las operaczones mdlcadas se llega a una relamon
de la forma :

f(x,)=M+NyR=0,

en la que M y N son pb]inom‘io's en P, Qy R, ¥y por tanto, fun-
ciones racionales de a, B, v y 2. Si fuera N=0, se seguiria,

H

R _]Iké_ , es decir, ¥R podria ser expresado racionalmente,

funcién de g, 8, v, & y R, luego tendria a lo méas n—1 términos
de orden p. y otros de orden p—1; lo cual, como antes se dijo,
es imposible. Dedtcese, por lo tanto, necesanamente N=0, y
en consecuencia, también M =0,

Pero de esto se deduce ademds que también

2=P“QN/7{—'

es una raiz de la ecuacidn cibica [8] ; pues la comparacién com.
las ultimas ecuaciones da en seguida :

fx,)=M—-NyR=0
~ Ya con esto, la.demostracién se hace de modo sencillo y ele-
gante. Si x, es la tercera raiz, es conocida la siguiente re]amén

%, %, +x, = —A
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por consiguiente,

Xg=—A—(%, +x,)=—A—2P

tiene la misma caracteristica que P y, por lo tanto, inférior a la.
~de x,. Puede, ahora, ocurrir, que x, sea o no racional ; en el pri-
mer caso, nuestra proporcién queda demostrada ; en caso contra-
rio, podriamos temar la x, como punto de partida del mismo
razonamiento hecho y deduciriamos que las otras raices no tie-
nen la caracteristica mayor que la de x,, sino que, por consiguien-

.te, una de ellas, en particular, tiene realmente menor caracteris-
tica que x,. Asi, vamos pasando de una a otra de las tres raices,
y'siempre se llega a reconocer que su caracteristica es, en realidad,

" inferior a lo que habfamos creido antes. Consecuencia final de
esto es la necesidad de admitir que hay una raiz de orden p=0,
es decir, que la ecuacidn cibica [8)] admite una raiz racional.’
Entonces, las otras dos raices deben ser también racionales o
tener la forma P+ Q# R, siendo P, O y R ntmeros racionales,

y con ello queda probado que f (x) puede descomponerse en
un factor cudadrdtico y en wuno lineal racionales, y, por lo tanto,

" es reducible. Toda ecuacidn cibica irreducible y, en particular
nuestra ecuacion del eptigono regular, es, pues, irresoluble por
medio de radicales cuadrdiicos, y con esto queda demostrada
por completo- la imposibilidad de construir el cptdgono Te(rul/zr
con ¢l solo empleo de la regla y del compds.

' Como se ha podido ver, esta desmostracién ‘es clara y sen-
cilla y realmente supone, muy pocos conocimientos previos ; con
todo, exige algo, sobre todo la clasificacién de las magnitudes
expresadas por medio de radicales cuadréticos, y, por tanto, un
ccierto grado de  una. dificil abstraccjén matematica. I.o que no
me atreveria yo a decir, es si la demostramon es lo bastante sen-
‘c111a para llevar a la mente de los matemdticos legos, a que antes
nos referimos, el convecimiento de la inutilidad de sus ensayos
para llegar a una solucién geométrica elemental del problema ;
y .no obstante creo conveniente intentar explicar con deteni-
miento y claridad la demostracién a estos aficionados, smmpxe
que de ello se presente ocasidn. -

Para terminar, daremos algunas noticias bibliogrdficas sobre
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los problemas relativos a los poligonos regulares, asi como a la
cuestion general que, con motivo de éstos, hemos tocado de
ligero, la posibilidad’ de las construcciones geométricas. En pri-
mer término, 'hay que citar, nuevamente, la obra de Weber-
Wellstein, tomo I (Abschn. 18 y 19); después la pequeiia me-
moria Voririge iiber ausgewihlte Fragen der Elementargeome-
trie (1) que contiene unas conferencias dadas por mi en 1895,
‘con ocasién de una Asamiblea de profesores de segunda ense-
flanza (2). ’ - ,

Queda ya sélo, en lo relativo-a la teorfa de ndmeros, por exa-
minar el Gltimo punto, la transcendencia de = que dejo para final
del curso, para hablar .en el préximo capitulo de la Gltima am-
pliacién del concepte de nimero.

(I) Red. por r. Jaegert, Leipzig, 1895. v

(2) En sustitucién de esta memoria, que se halla agotada en las libre-

rias, se puede indicar una obra muy completa y detallada titulada «Cuestio-

nes de Geotnetrian, de F. Enriques, editada en Bolonia, parte de la cual po-

“ seemos una traduccién espafiola, editada por la Sociedad Matem4tica espa-

fiola, y en la que el lector puede hallar segura orientacién en todas estas”
particulares cuestiones. (N. del T.)

f



CAPITULO iV

LOS NUMEROS COMPLEJOS

I.  Los nimeros complejos ordinarios
%

Conviene, antes de entrar en su estudio, dar una rapida ojeada
histdérica sobre su desarrollo. Aparecieron por vez primera los
ntimeros imaginarios en el afio 1545, cuando Cardano dié a.co-
nocer la férmula de resolucién de la ecuacién cuibica, si bien,
‘entonces, de un modo incidental. Podemos repetir aqui la obser-
vacién hecha al tratar de los nimeros negativos: los mimeros
imaginarios swgiero;n de las mismas operaciones del cdlculo,
independientemente y aun conira la voluntad de los matemdti-
cos; v su uso fud extendiéndose poco a poco, a medida que se
iba reconociendo su utilidad. '

A decir verdad, los ntimeros imaginarios no hallaron una
acogida franca entre los mateméticos, lo que hizo que conserva-
_sen por largo tiempo una apariencia mistica, que aun hoy todavia
subsiste para todos los alumnos, al oir hablar por vez primera
del maravilloso i=4 —1. Como corroboracién de esto, puede
mencionarse una expresién muy caracteristica de Letbniz en 1702
que poco més o menos dice asi: «los ntimeros imaginarios son
un refugio delicado y admirable del espiritu divino, casi una cosa
anfibia entre el ser y no sern. En el siglo xviI no_se aclara
completamente este concepto de los néimeros imaginarios; con
todo, Euler reconoce la significacion fundamental de los name-
ros imaginarios en la teoria de funciomes y establece en 1748 la
admirable relacién

é¥=cosx-+isenx

por la cual se revela el intimo enlace entre las diferentes funcio-
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‘nes que intervienen en el Andélisis elemental. Finalmente, en el
siglo XIX es cuando se da el conceplo claro de la naturaleza de
los mimeros imaginarios, contribuyendo a ello, en primer térmi-
no, la interpretacién geométrica a que, casi simultdneamente,
llegaron varios' investigadores en la expresada centuria. Basta
citar, entre ellos al que, seguramente, ha profundizado mdas en
el caréacter de estos niimeros y al que también ha ‘ejercido una
influencia mds prolongada sobre el publico; a saber: Gauss,
quien, como demuestra su Diario, mencionado en el capitulo.’
anterior, estaba ya el afio 1797 en plena posesion de la interpre-
tacién geométrica, aunque no la diera a la pub icidad sino mii-~
cho més tarde. ’

~ La segunda contribucién del siglo xix es una concepcién. pu-
ramente formal de los ndmeros complejos que viene a reducirlos
a los numeros reales, tal concepcién se remonta a los investi-
gadores ingleses del afio treinta, como puede verse circunstan-
ciadamente €n la pagina 66 del ya citado libro de Hankel.
 Sobre estos dos .diversos modos de eslablecer los niumeros
complejos, que todavia hoy dominan en el campo de la ciencia,
conviene decir algo. Coloquémonos; primiero, en el purn\to“ de vista
puramente formal, en el cual se prescinde de la significacién de
los entes y sélo se atiende a la-compatibilidad de las reglas ope-
ratorias, para }ustificar los conceptos que se establecen. Enton-
"ces- la introduccién de los ntimeros complejos puede formularse
del siguiente modo, en el que desaparece toda traza de cosa mis-
teriosa :

1} El nimero completo x+iy es el conjunto de los dos ni-
meros reales x e y, o sea, un, par de nimeros; sobre los cuales se
establecen los convenios siguientes: .

, 9)  Dos ntmeros Comple]os x+zy y X' +1y" se llaman igua-
les cuando x=x', y=y'.

3) La adwwn vy la sustraccidn estén definidas por la rela-
cidn :

(e +1y) (' +1y)=(@Ex)+(y £y i
Con estos convenios son vélidas todas las reglas de la adicién,

como facilmente puede comprobarse ; tnicamente la ley de mo-
. . . . . . Fa
notonia no puede subsistir en su forma primitiva, ya que los nt-
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meros complejos no aparecen tan sencillamente_ordenados como
los nimeros naturales o los reales cuando se atiende su magni-
tud. Por razén de brevedad no entramos en la modificacién dada
a la ley de monotonia para esta clase de ntimeros. ,

4) Para la multiplicacidn se realiza el. calculo como si se
tratara de letras ordinarias, estableciendo como convenio ‘espe-
cial poner 51empre ©¥=—1; asi, pues, serd

.

A

(‘x'+zy) (" +iy)=(%x"—yy) +i(xy".+vC’y)'

Entonces son vélidas, igualmente, como es. facil comprobar,
_ todas las leyes de la multzﬁlwaczon, con exceﬁczlon de la ley de
monotonia. :
5).. La divisidn se deﬁne como operacion mversa de la malti-
plicacidn; en partmular se tiene, como se ve aphcando la prueba
de esta operacién:
1 x .y

~ = . T
w_}_@y . x2+y2 x2+y2

Esta operacién es siempre posible, fuera del caso en que

=y=0, es decir, subsiste ¢l miSmo caso de excepcion que en
el camipo de los-numeros reales, a saber, la division por cero.

Siguese de todo lo expuesto, la imposibilidad de que el cdlcu-

xa

Plano x

Figura 10

lo con nimeros complejos pueda conducir a contradicciones, pues-

. to que ha quedado reducido a los nimeros reales v a las opera-

ciones con estos, que hemos reconocido como compatibles.
Después de esta consideracién puramente formal de la cues-



—85'——-

tién qurge naturalmente el deseo de tener una mterpretacton geo-
métrica o intuitiva de los nimeros complejos y de las operaciones,
en la cual pueda verse una razén intuitiva de su compatibilidad.
Esto se obtiene con la interpretacién de Gauss a que antes nos
hemos referido, de todos.conocida, a saber: el conjunto de los
punios (x, y) del plano de un sistema de coordenadas (x, v) se
puede tomar como uma representacidn del éonjunto de los nii-
meros complejos x+iy. La suma .de dos ntmeros complejos z
¥ a se realiza por la conocida construccidn det paralelogramo par-
tiendo de los puntos correspondientes a los sumandos ; mientra$
en la multiplicacién, el producto se obtiene, por la construccién
de un trxangulo seniejante al a O 1 (donde 1 significa el punto
unidad (x=1, y=0)) construldo sobre 0z como lado homélogo
del O1. Dicho concisamente : la adicién z'=z+a Szgmfzca geo- .
metncame@nte una traslacion del plano complejo sobre si mismo

y la multiplicacion z'=za una transformacion de semeianza, es
decir, un giro seguido de la’ homotecza ;bermcmecwndo fijo “en
ambas el punto cero (x=0, y=0). :

De esta dlspos1c1on de los puntos representativos de los nti-
_meros en el plano, se deduce ademds inmediatamente -lo que
aqui tiene que aparecer en lugar de las leyes de monotoma de
los niimeros reales. Esta indicacién basta para darse cuenta per- '
fectamente del asunto y recordarlo en todo momento.

No quiero pasar de aqui sin decir algo acerca de la ocasién
en que  Gauss habla expresamente y con toda claridad de la
fundamentacién de los niimeros complejos por su interpretacién
geométrica, con la que alcanzaron la general aceptacién. En un
trabajo del afio 1831 se ocupé Gauss con la teoria especial de -
los nimeros comiplejos enteros a+ib, donde a y b son ntimeros
enteros, extendiendo a ellos los teoremas de la Teoria de nismeros
. ordinaria sobre factores primos, restos cuadraticos y bicuadra-.
ticos, etc.; cuyas generalizaciones hemos mencionado ya con *
ocasién del tltimo teorema de Fermat. En el prélogo (1) de esta
memoria desarrolla ‘Gauss lo que €l flama verdadera metafisica .
de los wimeros imaginarios y fundamenta la razén de operar con
ntimeros complejos en que tanto a ellos como a las operaciones
que con los mismos pueden realizarse se les puede asignar 1a re-

(1) Véase Werke, Bd. 11 (Géttingen, 1876), pag. 175.
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presentacién geométrica ya expuesta. Como se ve, no se coloca
en el punto de vista formal. Aparte esto, son muy dignas de
leerse estas largas y bellas disquisiciones de Gauss. No insisto
mas acerca de ellas y mie limito a hacer observar, ahora, que
Gauss en lugar de la palabra «imaginarion, propone usar la mas
clara «complejon, que, en efecto, ha recibido ya carta de natu-
raleza.

[1. Ndmeros complejos superiores, y, ‘en particular, cuaternios

A cualquiera que se ocupe con alguna profundidad de los
niimeros complejos, se le ocurre la idea de si serd posible formar
otros ntimeros complejos mas complicados, de mayor ntimero de
nuevas unidades, entre-las cuales una sea ¢, "y de establecer para
ellos un célculo racional. Asf orientados y trabajando indepen-
dientemente el uno de otro, H. Grassmann en Stettin yv-W. R.
Hamilton en Dublin .alcanzaron por el afio 1840 resultados de
positiva transcendencia. De un modo particular vames a tratar
con algtin detenimiento de la invencién de Hamilton, el cdlculo
de cuaternios, y, ante todo, como de costumbre, del planteamien-
to general del problema.

Los niimeros complejos ordinarios x-+1iy se pueden conside-
rar compuestos de dos diferentes. unidades, 1 e i, mediante los
pardmetros reales x e vy, en la forma x .1i+v .1 llamada combina-
cién lineal. Del mismo modo, si consideramos, ahora, un nimero
cualquiera, tal como n, de unidades distintas entre sf €, e,, ¢, ...,
e,, podemos designar como sistema de nimeros complejos supe-
riores a la totalidad de las combinaciones lineales con los n nii-
meros reales arbitrarios x;b, Kyy Xgy «oey Xy la expresién de uno
cualquiera de ellos serd, pues:

xlel‘__*_;xZeZ .. + X8, 3

~a los nimeros x,;, %,, ..., %, sé les llama componentes del x.
Se comprende ficilmente que dos ntmeros tales como x e

Y=Y18,+ Y8+t Yl

se definirdn como iguales, cuando sean iguales los coeficientes
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s6lo en tal caso; es decir, cuando se tiene:

X1=Y15 X3=V3ay seey Xn=Yn.
También es obvio que la definicidn de la adicidn vy de la sus-
traccidn debe reducirse a la operacidn andloga con los compo-
nentes: '

_xi—y=<x1iyl>e1+<x2iy2>"ez+.-:+<xniyn>en

Mas diffcil ¢ mteresante es-el caso de la multiplicacién ; pro-
cederemos primeramente efectuando la multiplicacién siguiendo
las reglas del célculo literal, multiplicando cada términc.de lugar
i de x por cada término de lugar k de Y G, k=1, 2, ..., )}

x.y:zxjykejek, (j, k=1, 2, caey n)

Para que nuevamente se obtenga asi un nimero de nuestro
sistema es necesario dar una regla que defina los productos esex
como nimeros complejos del sistema; es decir: como combina-
ciones lineales de las unidades dadas- debe haber, por tanto,
" n? ecuaciones de la forma:

e=Scme, (G, k I=1,2, ..., n)

y entonces resulta, en efecto, que

y=Z(Z; % - y:;cjm)ezv G, &k, l‘=1, 2y eeny M)

es siempre un numero del sistema. Puede, pues, decirse, que lo
que caracteriza cada sistema particular de nimeros complejos es
el modo de fijar las reglas de la multiplicacion de las unidades,
es decir, el esquema de los coefzczentes Ciae

La divisién se define ahora como operacmn inversa de la
multiplicacién y se demuestra que en esta concepcién general no
es necesario que la divisién se realice siempre de un modo 1ni-
o, aun cuando el divisor no se anule; pues la determinacién
del cociente ¥ por la relacién xy=z se realiza mediante la reso-
Tucién de las = ecuaciones lineales Zxy.cp=2 con 1’a$ n in-



88 — .

cégmtas Y1 Yoy ooy Ya 5 Y €stas tienen, en el caso de ser nulo su’
determinante, ninguna o infinitas soluciones. En igual caso, pue-
den ser también todas las 2=0, sin que todas las ¥, se anulen,
es decir, el producto de dos nitmeros ?uede ser nulo, sin que Sea
nulo ninguno de sus factores.

Sé6lo por eleccién apropiada de Valores de las magnitudes
Csa puede lograrse aqui un completo acuerdo con lo que pasa
con los ntimeros ordinarios ; y, en efecto, un estudio méas pro-
fundo de este problema demuestra que cwando es n>2 necesaria-
mente hay que prescindir de una u otra regla formal; por esto,
se elige en cada caso la que parezca de menor transcendencia en
la cuestién de que se trate. .

Hechas - estas consideraciones generales, vamos a fijarnos
mds especialmente en el ejemplo de los cuaternios, que por sus
numerosas € importantes aplicaciones a la Fisica y a la Meca~
nica constituyen el mds importante de los sistemas de nimeros
comiplejos de orden superior. Como su mismo nombre indica, se
componen de cuatro ntUmeros (n=); pudiendo considerarse
como degeneracién de los mismos los vectores ternarios, bien
conocidos de todos y de los que, siguiera sea incidentalmente, -
ya se oye hablar en la escuela.

Como primera de las cuatro unidades de las cuales se ‘consi-
deran compuestos los cuaternios, se utiliza (como acontece en
los nimeros complejos ordinarios) la unidad real.

Se acostumbra a designar las otras tres unidades, siguiendo a
Hamilton, por las letras mintsculas i, § y & de modo.que la
forma general de los cuaternios es

.¢1=d+'ia4+‘jb+kc

donde a, b, ¢ y d, los coeficientes del cuaternio, son. naymeros
reales. ‘ '
" El primer componente d, que est4 multiplicado por la unidad‘
real y corresponde a la parte real del ntimero complejo ordina--
rio, recibe el nombre de parte escalar del cuaternio ; y el conjun-
to ai+bj+ck, compuesto de los otros tres térmmos, su parie
vectorial. :

Respecto a la adicidn de cuaternos, apenas se puede agregar
nada a lo antes dicho con carécter general v, por consiguiente,
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vamos a indicar una interpretacién geométrica muy- natural, la
cual se‘reduce a la ya conocida de los veéctores. La parte vecto-
rial de g se representa por un segmento rectilineo, cuyas proyec-
‘diones sobre los ejes de un triedro de referencia sean a, b, ¢, y
atribuyendo a este segmento un peso de magnitud ‘igual a la
parte escalar del cuaternio, se obtiene una representacién de éste.

Figura 11

Operando asi se efecta la adicién de q y ¢'=d'+ia'+7b"+kc"
aplicando la. regla del paralelogramo a las partes vectoriales y
atribuyendo al vector resultante un peso igual a la suma de los
pesos de los sumandos ; asi se tlene, en efecto, la representacién
del cuatermo,

~

g+q'=(@d+d)+iara)+i(b+b)+ k(o c) (1}

Para ver las propiedades espécificas de los cuaternios fijé---
monos, en primer lﬁgar, en la multiplicacién, y en particular, se-
giln dijimos, en los convenios sobre los productos de unidades.

Indicaremos, primeramente, los cuaternios que Hamilton fijé
a los 16 productos que pueden formarse con 4 unidades. Desde
luego, se¢ opera con la primera unidad 1 lo mismo que con el
ntmero real 1, de’ modo que ‘

111111~l]11]—],k11kk [2¢] .

Como esencialmente nuevo, se establece p'lra los cuadmdo‘;
de las otras tres unidades :

Poji=ki=—1 [2°1
y para sus productos binarios

j k=i k.i=+j, i.j=+k ro<}



|00 —

»

en tanto que al invertir los factores de estos productos, se porne :
. . N . . -
k.j=—% i.k=—j, f.i=—Fk [2°]

‘Con estos convenios salta a_la vista que .la ley conmutativa
de la multiplicacion no subsiste ya, y que este inconveniente no
puede orillarse si queremos conservar la uniformidad en la divi-
sién y que la anulacién del producto lleve consigo la de uno de

~sus factores. Demostraremps en seguida que todas las demds le-
yes de la adicidn y la multiplicacidn subsisten, con la sola excep~
cion indicada, y que los convenios hechos son los mds ade-
cuddos, , ‘

‘ Formemos, en primer lugar el producto- de dos cuaternios
generales:

p=d+ia+jb+ke, g=w+ix+jy+ks,
g'=p.q=(d+ia+jg+ke)(w+ix+jy+hs) .

" teniendo en cuenta el orden de sucesion de los factores. Multipli-.
caremos cada término del primero por cada uno del segundo,
reemplezando los productos de las unidades por los valores dados
en nuestros convenios, y en términos afectados de la misma uni-
dad sacaremos ésta. factor comtin ; asi se obtiene:

q pq kw+w+]y +ke' =(dw—ax—by—c3)
+1(aw +dx+bz—cy)

) (81
+ ](b'-w-+ dy +cx—az)

+ k(cw +dz+ay—bx)

Los componentes del cuaternio producto son, por consiguien-
te, combinaciones bilineales y isencillas de los .componentes de
ambos factores. Cuando se cambia el orden de sucesién de éstos,
cambian de signo los seis términos que aparecen subrayados en
la relacién escrita ; de modo que g .p ¢s, en general, diferente de
?.q y no ‘'sélo en signo, como sucede a los productos bina-
“rios de las unidades. Pero aunque, como vemos, no se cumple
aqui la ley conmutativa, son vdlidas sin altefacion algunalas
deyes distributiva y asociativa. Pues si formamos por una parte

I
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el producto p(g+gq,), y por otra pq-+pq,, atendiendo sélo a la
multiplicacién formal, sin efectuar las sustituciones de los pro-
-ductos de las unidades por los valores convenidos, cbtenemos
necesariamente idénticas expresiones; y esta identidad no se
altera por realizar las indicadas sustituciones en ambas expre-
siones. ‘ - o
La ley asociativa se cumple, como se comprende facilmente,

con tal que sea vélida para la multiplicacién de las unidades ; y
-esto se ve inmediatamente, sin mdas que aplicar los convenios
hechos ; como ejemplo, demostremos que es: '

(iR =1(GR).
Se tiene, en efecto:

(iNk=k.k=-1 y i(Gjk)=i.i=—1

Pasamos, ahora, a la divisidn ; basta probar que dado un. cua-
ternio cualquiera, p=d-+ia+ijb+ke, se puede determinar uno,
y solamente umo, q, tal que se werifique pq=1. Designaremos

. 1 _ . )
este cuaternio ¢ por—F ; v al operar con él se reduce facilmen-

te la divisién por p. Para determinar el cuaternio, ¢, pongamos
q'=1=1+0.i+0.7+0.k en la expresién [3] y obtendremos por
igualacién de los componentes de las mismas unidades en am-
‘bos miembros las siguientes ecuaciones con los 4 componentes
ndesconocidos % ¥, 2y w, de g:.

d‘w—ak;by—cz=1
aw + dx—cy +bz;0
bw +'cx+ dy—az=0
ow—bx+ay +dz=0

.

La resolubilidad de un sistema de ecuaciones de esta especie
depende, como es sabido, de su determinante, que, en este caso,
es hemisimétrico, por ser iguales y de signos contrarios los ele-
‘mentos simétricamente colocados' respecto de la diagonal princi-
‘pal, en tanto que los de ésta son todos iguales entre si. La teoria
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de los determinantes ensefia el modo particularmente sencillo de
calcular tales determinantes; en el caso actual su valor es:

d —a —b —¢

a d —c¢ =(a2+«b2+02+d2)2
b ¢ a i ,
c '%b ‘a d

En esta circunstancia, de ser el determinante precisamente-
igual a una potencia de la suma de los cuadrados de los compo-
nentes de p, se basa el acierto de los convenios de Hamilton ;
pues de ella se sigue que el determinante serd siempre dzferente
de cero, excepto cuando se tenga simultdneamente a= b=c=d=0;
y, por lo tanto, hay una Solucidn dnica para dicho ‘sistema de
ecuaciones con esta sola evidente excepcién p=0, vy el cuater~
nio reciproco estd determinado undvocamente.

- La magnitud T=4a?+b*+c%+d? se llama «tensor de p» vy
desempefia un importante papel en la teorfa. Utilizando esta ex-
presion del tensor de p se comprueba ‘directamente con facilidad -
que la solucién unica del sistema estd dada por:

_ . a _ b _ ¢ _ d
x”*“Tz 2 y___Tz’ Z_——j’?’ w'"*Tz

de modo que.se obtiene como resultado final,

AT e d—da—jb—ke
P dtia+jb+ke  a@+b+E+d

Introduciendo, andlogamente a como se hace en los ntimeros
coniplejos ordinarios, el valor conjugado de ¢

p=d—ia—jb—ke,

la Gltima férmula puede también escribirse asi:

P
T

1 . -

= o bien Pp=T?=a®+ b + &+ d2
férmulas que aparecen como una \generalizaci'én inmediata de
ciertas propiedades de los ntmeros complejos ordinarios.

L]
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Puesto que, rec1procamente, también p es cl numero con]u-
gado de p, es -

pp=T%
de modo que en este caso éspecial se cumple la ley conmutativa.
Con lo dicho resulta inmediata la resolucxon del probléma de
la divisién en general. De
p.q=q
s o g . ‘, ’ “ 1 :
siguese por multiplicacidén por —-

1 . p‘_ ’
Q="'p—'€l=' 'Q;\

3

en cambio, la ecuacién qp=gq' que resulta de permutar los facto-
res en el primer miembro de la primera tiene, en general, una
solucion diferente :

SIS S )
(=0 =0 7

Vamos ahora a tratar de la siguiente interesante cuestién
ver si podrd existir una interpretacidn geoméirica de los cuater-
nt0s, en la que aparezcan de un modo natural estas operaciones
junto con sus leyes. ,

Para ello, empecemos por el caso especial, en que ambos
factores sean simples vectores; es decir, que son nulas sus partes
escalares, w=d=0. Entonces, la féormula general de la mulhph-
cacién se reduce a

g =pg=(a+jb+kc) (ix+jy+kr)=
= (ax+ by +cg)+i(bz —cy) +j(cx—az) + k(ay —bx)
€S dec1r, el producto de dos cuaternios que sé reducen a vectores
se compone de una parte, esca’a'r y de una vectorial. Podemos re-

lacionar estas partes fécilmente con las dos diferentes clases de
multiplicacion de vectores usuales en Alemania (1). Estos con-

(1) Y corrientes hoy en todo el mundo. ‘_(N.‘ del T.)
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ceptos, que se hallan entre nosotros mucho més difundidos que
el cdlculo de cuaternios, son debidos a Grassmann, aunque la
misma palabra wvecior sea de origen inglés.

Las dos clases de productos vectoriales con . los cuales se
opera ordinariamente se designan ahora, frecuentemente como
producto interior (escalary ax+by+cz (es decir, salvo el signo,
la parte escalar-del producto anterior de cuaternios) ; y producto

(gz,%_....)

ling\ © p(=bc)

s Py

[

Figura 12~

exterior (vectorial) : i(bzs—cy)+j(cx—as) + k(ay — bx) (es decir, la
parte vectorial del producto de.los cuaternios). Efectuemos la
representacién geométrica de ambas partes.

Tomando como brigen de ambos vectores (a, b, c) y (x,y, )
el origen de coordenadas, sus extremos son los puntos de coor-

denadas (a, b,¢) y (x, 9, 2), y sus longitudes [= Vai+ bz-!—cff vy
I'=yx*+y2+ 2% respectivamente. Si designamos poi‘ ¢ el dngu-
lo determinado por los dos segmentos, sencillas consideraciones
de Geometria analitica demuestran que el producto interno es:

ax+ by +ca=1l'cos ¢

El producto exterior es, también, un vector, perpendicular al
plano de 1 y I', como se ve facilmente; y cuya longitud viene
expresada snnplemente por: l'sen .

Es esencial aqui el sentido del vector producto, es decir, ver
hacia qué lado del plano determinado por I y I' hay que llevarlo.
'Este sentido es diferente segun el sistema de coordenadas a que
se refieren los vectores. En efecto, como es sabido, se puedén
dar dos sistemas de coordenadas rectangulares. no congruentes,
es decir, que no pueden coincidir por superposicidn y. que se de-
rivan el uno del otro conservando el sentido de los ejes vy y 2, '
por ejemplo, y cambiando el sentido del eje x.
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Estos sistemas estdn simétricamente colocados uno respecto
del otro como la mano derecha y la izquierda, y se pueden sim-
bolizar, segtin esto, por la siguiente regla nemotécnica: x, y y =
" aparecen en un_sistema, como indica la figura formada por los
dedos pulgar, indice y corazén de la mano DERECHA extendidos;
y en el otro sistema como la figura de los mismos dedos de la

vy
Figura 13

mano- 1ZQUIERDA. Estas dos clases de sistemas son empleados
confusamente en la hteratura matematica, utilizdndose uno u
otro, segun los palses, las disciplinas y los autores.

"~ Consideremos, primero, el caso més séncillo, en que son P=i,
q=j, es decir, las unidades llevadas sobre los ejes x e y respec-
tivamente ; entonces, por ser ij=k, el producto exterior es igual
al segmento unidad llevado sobre el eje z. Se puede lograr que ¢

"

Figura 14

y j pasen a ser vectores cualesquiera ¢ y g, variando de un modc
~ continuo, de modo que k llegue a ser la parte vectorial del pro-
ducto p.q sin desaparecer por esto; y por lo tanto, el primer
factor, el segundo y el producto vectorial deben tener siempre
la misma posicidn relativa que los tres ejes X, y ¥ z del sistema
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de coordenadas, liego de sentido positivo o negativo segim se
haya elegido previamente uno u otro de los sistemas de coor-
denadas. .

Conviene agregar algunas observaciones acerca de la cuestidn
de la motacion en el Andlisis vectorial. Se emplean, en efecto,
un gran ndmero de simbolos para designar una misma operacién
vectorial ; y desgraciadamente no'se ha llegado todavia a esta=
blecer una notacién tnica de.general aceptacién. Hace ‘cuatro
afios, (1903), en una asamblea de naturalistas celebrada en Cas-
sel, se nombré una comisién para este objeto, pero sus miem-
bros no pudieron ponerse de acuerdo, y a pesar de que cada uno
‘de ellos mostraba una buena voluntad para ceder en su propia
opinién y acercarse a la de la de los' demas, el dnico resultado
-obtenido fueron tres nuevas notaciones.

Un acuerdo efectivo de todos cuantos se interesan en csta
disciplina, sobre nomenclatura y notacién, es cosa que por esta
y otras experiencias analogas, sélo me parece posible cuando en
ellas vengan involucrados grandes intereses materiales. S6lo bajo
una presién de tal naturaleza pudo llegarse .en Electrotecma, el
~afio 1891, a la aceptacién universal del sistema de magmtudes
Volt, Ampére y Ohm, mcorporado, después, a la leglslamon de
todos los pafses, porque la industria necesitaba como fundamen-
‘to de todas sus denominaciones una unidad en la nomenclatura.

Detrés del calculo vectorial no hay intereses materiales tan
grandes ; de modo que, por ahora, hay que conformarse, de gra-
do o por fuerza, con que cada matemdtico emplee la nomencla-
tura a que esté acostumbrado y es la que cree més cémoda,
‘aun, si tiene algo de dogmatico, la Unica que admite como exacta,

. Multiplicacién de cuaternios' y giros de ;egmentos en el
espacio ‘

Vamos a tratar ahora de la interpretacidn geoméirica de la
maultiplicacion de cuaternios en gemeral, pero antes determinare-
mos el valor del tensor del producto de dos cuaternios. Reempla-
zando p y q.en el producto ¢'=pgq, por sus conjugados p y ¢q;
-es decir, cambiando de signo a, b, ¢, %, y, 3, sEgL"m la expresfén
-dada para el producto, quedara invariable su parte escalar y sélo
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los coeficientes de ¢, j y k que no aparecen subrayados cambian
de signo ; si, ademas, se cambia el orden de sucesién de los fac-
tores, entonces cambian de signo también los términos subraya-

dos, y, por consiguiente, el producto pq tiene, precisariente, el
‘valor conjugado ¢'. Resulta, pues, que:
Sies q'=p.q, también es q'=q.p.

Multiplicando estas dos igualdades entre cuaternios, se ob-

tiene : ‘
19'=pqqp.

- Aqui es esencial conservar el orden de sucesién de los facto-

res ; pero podemos aplicar la ley asociativa y escribir

9'q'=0(qq)p.
Ahora bien, como se ha visto anteriormente, es
' qfl-z.xz +y2+ 2%+ w?
luego:

2 -iAx'2+yi2+7"2=P(“lU2 +xz+y2+22)"p_'

férmula en la cual el factor central del segundo miembro es es-
calar ; y como para la multiplicacién de cualquier magnitud esca-
lar. M por un cuaternio es vélida la ley conmutativa, puesto que

" Mp=Md+i(Ma)+i(Mby+ k(Mc)=pM,
serd, en particular,'
W2+ %2 4y 2+ 5" = pp(w? + %2+ y243%)
y- siendo pp el tuadrado del tensor de p, resulta
WXLy 2r 2= (d2 a2+ b2+ c?) (w? + %2+ ¥ + 2,2) 11]
que nos dice que el tensor de un producio de cuaternios es igual

al producto de los tensores de los factores. Natu'ralm'ente, puede

7
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obtenerse también esta férmula por cédlculo directo, tomando las
expresiones de w', &, ¥’ y 2’ directamente de la férmula de la
multiplicacién antes dada [3, pag. 90].
Ahord ya, representaremos todo cuaternio’ q como el segmen=
to ‘que une el origen de coordenadas de un espacio de cuatro di-
mensSiones con el punto (x, y, z, w) del mismo, de un modo
completamente andlogo a la representacién de vectores en el es-
pacio de tres dimensiones. No hay necesidad, hoy dfa, de discul-
parse cuando se emplea el espacio cuadridimensional, como se
hacia siempre en la época, en que yo estudiaba ; todos saben que
no se trata de ninguna creacién metafisica, sino que el espacio
~de més de tres dimensiones es sencillamente un modo de hablar
matematico muy cémodo, andlogo al que se deriva de nucstra
concepcién del espacio. )
‘ Supongamos fijo el factor p, o lo que es igual, las magnitu«
~des x, a, by c; entonces, la ecuacién entre cuaternios

q=p.q

representa una transformacidn lineal de los puntos (%, ¥, z, w)
del esp.acio cuadridimensional en los puntos (', ¥', 2°, w") ; pues-
to que hace corresponder linealmente a todo sector de este espa-
cio otro del mismo. Las ecuaciones explicitas de la transforma-
cién, es decir, las expresiones de x', ¥', 2/, @' como funciones
lineales (enteras)'de %, y, z, w se deducen de la comparacién de
los coeficientes en la férmula del producto de cuaternios tantas
veces mencionada, Ademds, la ecuacién de los tensores [1] mues-
tra que la distancia v/«%+y?+32+w? del punto (x, y, 5, w) al
origen, viene siempre multiplicada por un factor, siempre el mis-
mo, T=+va+b>+c*+d?; y.ya vimos antes (pdg. 92) que el
determinante de la transformacién es seguramente positivo.
Ahora bien.; se sabe por la Geometria analitica del espacio
de tres dimensione_’s,' que una transformacién de las coordenadas
%, ¥, 2, que tenga la propiedad de conservar invariable la expre-
sién x*+y?+3z* (es decir, «ortogonaln) y que ademds tenga po-
sitivo su determinante representa un giro del espacio alrededor
del origen de coordenadas; y que, reciprocamente, todo giro se -
obtiene por una transformacién de esta-clase. Pero si Ja transfor-
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macion lineal deja invariable x*+y2+2% salvo un factor T?,

el determinante es también positivo, resulta un giro de todo el
_espacio seguido de una dilatacidn de magmtud T quedando fijo
el origen de’ coordenadas.

B

" Lo que acontece en el espacio de tres dimensiones se extiende
~al de cuatro dimensiones diciendo que exactamente del mismo
- modo nuestra transformacién lineal representa un giro, seguido
de una dllatacmn, en que el orlgen permanece fijo. Fécilmente
puede verse, sin embargo, que aqui no se presentq. el movimiento
mds general de esta clase; puesto que la transformacién en cues-
tién contiene solamente cuatro pardmetros arbitrarios a, b, oy d,
en los componentes, mientras que, el movimiento mds -general de
la naturaleza indicada en el espacio de 4 dimensiones contiene 7
pardmetros. Y, en efecto, para que la transformacién lineal ge-
neral sea uno de los movimientos a que venimos refmendonm,
debe verificarse la identidad

x'? -k y'z + z? + w2 = T2 (x? + y? + .32 + w‘-’)

de la cual obtenemos, por identificacién de. coeficientes, 10 con-
dlcmnes, puesto que el primer mlembro, al sustituir x', y, g, w'
por sus expresiones en funcién de x, ¥, z, w, pasa a ser una
forma cuadrética de 1 variables -y contiene, por . consiguiente,
4-5

= 10 términos. Como, ademds, T es arbitrario, sélo quedan

o

10—-1=9 ecuaciones de condicién para determinar los 16 coefi-
cientes de la’ transformacién lineal de medo que quedan todavia
arbitrarios 16 —9="7 parametros. i

Merece observarse. que, a pesar de esto, se puede obtener el
movimienlo mds general, resultado de un giro v una dilatacidn
con el origen fijo, por medio-de un producto de cuaternios. Sea,
en efecto, w=8+1ia+jB+ky un cuatérnip constante; se prueba
exactamente, como antes que el producto ¢'=g¢r (férmula que
sélo difiere de la anterior por alteracién del orden de factores)
es también una rotacién y una dilatacién de centro en el origen
~del espacio E,, y, por consiguiente, mmblen lo es la composi-
cion de ambos

"q'=pqr=(d+1a+ib k) q (it at B ky)
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Esta transformacion contiene, ‘ahora, precisamente 7 parame-
tros arbitrarios—no ocho—puesto que no varfa cuando se multi-
plican a, b, ¢y d por un mismo ntmero real y al mismo tiempo
se dividen por éste a, B, v ¥ 3 ; parece, pues, natural decir que re-
presenta el movimiento mdas general del espacio de cuatro dimen-
siones, resultante de una rotacién 'y una dilatacién de centro en
el origen, notable teorema que ha sido demostrado por Cayley.
Yo me limito a hacer una simple referencia histérica para no per-
dernos demasiado en los detalles de esta representacién. La f6r-
mula se encuentra en el trabajo de Cayley «On the homografic
\tmn’sfmmat‘ion, of a surface of the second ordre into itself» (1) del
afio 1854 ; asi como en algunas otras de sus memorias (2).

Esta férmula de Cayley tiene también la gran ventaja de ha-
cer resaltar de una manera sencillisima; la composicién de dos
movimientos de la expresada naturaleza. Supongamos represen- .
tado un segundo de'ésto\s, por la ecuacién -

g" = iy R =g

donde ¢' v =" son ciertos cuaternios dados ; llevando a esta ecua-
cidn el valor.antes dado de ¢’ se tiene.

qll=pl(pq7r)wl
y en virtud de la ley asociativa de la multiplicacién

Q=" P g.{z.2)

o bien

o
Il

T.q.0
siendo
r=p".p, e=m.%

dos nuevos cuaternios bien determinados. Tenemos asi la expre--
sién -del movimiento que Heva de ¢ a ¢, precisamente en la an-

‘1) Impresa en Ca;yléyv, Bodected mathematicas papers, vol. II (Cam-
bridge, 1859), pag. 133. ‘ ‘

(2) Véase, por ejemplo, «Recherches ultérleuzes sur les déterminants
gauches» (loc. cit., pag. 214),
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| -
‘tigua forma, siendo el factor que precede y el que Siguz a q pro-
ductos de los cuaternios multiplicandos v multiplicadores, res-
pectivamente, en las 1'epresentauones de los mo*vzmzeﬂtos
componentes.

Probablemente, no quedaran ustedes satisfechos con esta re-
presentacién cuadridimensional, y deseard4n algo palpable, que
mejor se avenga con nuestra intuicién del espacio tridirnensional.
Ahora bien, se pueden deducir como casos particulares sencillos
de las férmulas hasta ahora indicadas, las que rigen las mismas
operaciones en el espacio de tres dimensiones; y en esta circuns-
tancia precisamente radica la gran importancia que tiene la mul-
tiplicacién de cuaternios para la Fisica y la Mec4nica ordinarias,
y digo expresamente ordinarias, para no anticiparos a otros des-
arrollos de estas disciplinas, en los que también son directamen-
te aphcables las representaciones anteriores, y es de advertir ‘que
tales desarrollos estdn més préximos, probablemente, de lo que
ustedes imaginan : pues infvestigaciones recientes de Electrodina-
mica, que figuran en el llamado Principio de la relatividad, no
son propiamente otra cosa que una aplicacién consecuente de los
movimientos en un espacio de ciiatro dimensiones ; y asi han 51do
recientemente expuestos por el profesor Minkowski.

Quedémonos, ahora, en el espacio de 8 dimensiones. Enton-
ces un movimiento lleva un punto (x, v, .a) a otro (x', y', 2') de tal
modé que ‘se verlflca

XA+ y% 42" % = M2(x? + 9% +22)
siendo M la dilatacién lineal de cualquier longitud. Puesto que
la transformiacién lineal general de las x, v, 2, en las x', ¥/, 2’
contiene 3.3=9 coeficientes, y el primer miembro, después de
la introduccién de estas expresiones, pasa a ser una forma cua-
. 3.4, ;. . . .
drética de x, y, 5 con < =6 términos, la identidad escrita repre:
senta cuando se deja arbitrario. M, 6—1=5 condiciones, y to-
das las sustituciones linealés' que la satisfacen contienen atin
9—5=4 pardmetros arbitrarios (véase la consideracién anélo-
ga, pag. 99). ) C
Si una de estas sustituciones tiene su determinanle positivo,
representa; como ‘dijimos (99) un giro del cspacio alrededor del
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origen de coordenadas seguido de una homotecia de razén 1:M ;
si la transformacién es de determinante negativo, la sustitucién

_corresponde a un.movimiento de esta especie com;buesto con una

N

simetria del espacio, dada por las relaciones x'=—x, y'=—y,

s'=—az. Por otra parte, se puedes demostrar que los detelmman-
~ tes sélo pueden tomar los dos valores.+M?. -

Para expresar estas relaciones por medio de los cuatermos re-
duzcamos primeramente las. lndetermmadas qy q asus partes
vectorlales

‘q"=ix"+jy'+kz', q=ix+jy-+ks;

estos son los vectores tridimensionales que, respectivamente, van:

del origen de coordenadas a los puntos antes y después de la
transformacidn. Entonces se verifica que : el movimiento general

del espacio tridimensional se produce cuando, en las fdrmulas.

anbes expzcestas se loman p y COmugados, es decir, ponemos :

q=p.q.p
osea . ’ .

ix’ +]y +kz _(d+1a+7b+ko\ (m+]y+ku) (d—za—7b-—l\c) 11

Para demostrarlo, hay que comenzar por probar que la parte
escalar del producto del segundo miembro desaparece, y, por
consiguiente, que ¢’ es, en efecto, un vector. Para ello, efectuare-
mos primero el producto de p y ¢ segun la regla de multiplica-
~cidn de cuaternjos 'y’ encontramos

q'= [f—a.x—by—cz +1(dx 4+ bz—cy) +] (dy + cx—az) +
+ k (dz+ ay—bx] [d~ia—~jb~fkc]

y aplicando de nuevo la regla de multlphcamon resulta en efec-
to, para la parte escalar de ¢’ el valor 0, y para sus tres vectores
componentes las expresiones siguientes : :

&' =(d? 4 a*—b*—c?) x+ 2 (ab—cd) y+ 2 (ac + bd) 5
y' =2 (ab + ¢d) %+ (d*—b?—c2—a2) y + 2 (be—ad) & [
5’ =9 (ac—db) x + 2 (bc +ad) y + (d2 + *—a?—b?) 5 | .

1}
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. Estas férmulas representan efectivamente un giro seguido de
una dilatacién, lo cual se ve en seguida, formando la ecuac1on de
tensores (pag. 97) correspondxente a (1]

»

22 +y2+32 = (@4 @t + b+ ) (2 g 422 (d2 a? 4 b2+ e?)

0O sea
2’2 +y'2 —]—2’2: Td(xz_{_yz[._i_ 22)

donde T=y/ a2+ b2+cz+d2 demgna el tensor de p. Resulta
asi (pag. 101}, que nuestra transformacién es un movimiento de la
naturaleza indicada, es decir, de torsién propiamente tal (giro se-
guido de una dilatacién), si su determinante es positivo (en caso
contrario, esta torsién deberfa componerse con una simetria) ; la
dilatacién lineal es en todo caso M=T2. El determinante, como
antes dijimos, sélo puede tomar los dos valores +M?®=4T¢. Si
consideramos la transformacién para todos los valores posibles de
los pardmetros &, b, ¢, d que corresponden al mismo valor de T
{necesariamente distinto de 0) el determmante tendra . siempre
el valor + T*, si lo tiene para un sistema particular de valores de
a, b, ¢, d, pues como funcién continua de estos parémetros no.
puede pasar bruscamente al valor —T®, sin pasar por todos los
intermedios. Un sistema particular de esa especie es el a=b=c=0,
, a0 0
d=T ; el determinante de [2] es entonces, | 0 d20 | =db= + T®.
’ 100 a®
Resulta, pues, 51empre posmvo el 'signo y, por consiguiente [1]
es, realmente, siempre un giro seguido de una dilatacion. Un mo-
vimiento de esia especie, compuesto con una simetria, se obtiene
simplemente sin més que escribir'g'—fv g .D, pues esto es pre-
‘cisamente la composwlén de la transformacién anterlor con la si-
metria x'=—x, y'=—y, z'=—sz.

Veamos ahora que, 1¢cxprocamente, toda torsién estd conte-
“nida en la forma [1] 6 [2]. Se reconoce, desde luego, que ‘esta
férmula, segdn el cdlculo antes efectuado, contiene cuatro paré-
metros arbitrarios @, b, ¢ y d, y para ver que, eligiendo conve-
nientemente estos pardmetros, se obtiene realmente la dilatacién
lineal M=T?, asi como la posicidn del eje y el dngulo de giro,

'
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cualesquiera que sean, se pueden utilizar las siguientes f(’)rmulas
Sean &, 7, ¢ los cosenos dlrector@% del eje de giro, entre los cuales
existe la conocida relacién :

B2 pgi=1, [3]

y designemos por o el 4ngulo de giro (amplitud de la rotacién).
Entonces se verifican las relaciones :

w
d="T- cos—
5

]

. W o, [} [4]
a»zﬂ-E-sen—é—, b=T “Iz-sen—;, =Tt sen—é

P

que, teniendo en cuenta [3], cumplen por sf mismas la condicién
’ d?1a? 4 p24c=T2

y, evidentemente, dan valores de a, b, ¢, d cofrespondiente a
todo sistema arbitrario dado de T, &, w, €.

Para demostrar ahora las ecuaciones [4], observemos primero
que por su medio se deducen facilmente los valores de w; £, s 6
una vez dados los de a, b, ¢, d y que con tales valores queda sa-
tlsfecha la condicién [3]; pues elevando .al cuadrado las ecua-
c10nes [4] y sumando, y teniendo: en cuenta que T es el tensor
de p= d+1a+]b+kc resulta

= cos? —; + sen? —(;- (B2 + 02+ 22)

de cuya relacién se deduce inmediatamente la [8]. Para la deter-
minacién de &, v, ¢ bastan las ecuaciones siguientes, que se de-
_ducen de las [4] :

que expresan que el punto (a, b, ¢) est4 en el eje de giro de la
transformacién ; cosa que se puede comprobar facilmente, sin
més que poner en [2] x=a, y=b, z=c, con lo que se obtiene :

®=(d*+a®+b2+ca=T?.a

y'=(d24a? + b2 +c)b=T? . b

z':(d2+a2{+ b*4cc=T2, ¢
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es decir, que el punto (a, b, ¢) queda en la recta de unién con el
origen, .que es lo caracteristico de todo punto del eje de rotacion.

Nos falta ya sélo probar que el dngulo w definido por las re-
laciones [4] es realmente la amplitud de la rotacidn. Esto exige,
sin embargo, prolijas consideraciones, que aqui podemos omitir,.
" indicando solamente que nuestras formulas de transformacion [2],
para T=1 se cambian, en virtud de las {4], en las de Euler
para el giro de un dngulo o de un sistema de ejes coordenados
alrededor de un eje (&, 1, ). Puede hallarse esto més circunstancia-
damente desarrollado en Klein-Sommerfeld, Theorie des Kreisels,
Heft 1, Leipzig 1897 (7, pag. 55 y sig.), donde se hace uso expli-
_ cito de la teorfa de los cuaternios o también en Baltzer, Theorie

und Anwendung der Determinaten, 5.° edicién, Leipzig 1871,
pagina 187. '

Para terminar, escribiremos la expresion breve y cémoda que
da el célculo de cuaternios para la rolacion de amplitud o alre-
dedor del eje 'k, v, ¢, unida a una dilatacidn T?, la cual se obtie-
ne reemplazando en la relacién [1] q, b ¢ y d por sus valores
dados por las. férmulas [4]: :

i +jy’ +he =T [cos —“—)’— +'sen ifj— ((&+n+k Z')J [wc t ,iy+7c»e].
[005%4 SQD‘(‘;“GEff‘ Jn—+ kC)J (5]

Asi aparecen condensadas todas las fdrmulas de la rotacidw
de Euler en una forma que faczlmente se graba en la memoria:
el vector ix+jy+kz multiplica y es muitiplicado por cuaternios
conjugados de tensor 1, llamados versores («girador» en contra-
posicidn al tensor «dilatador») apareciendo ademds como [actor
escalar el valor absoluto de la dilatacion.

Siguiendo nuestra marcha, vamos a ver ahora que esta fér-
mula, al pasar al caso de dos dimensiones expresa exactamente
la conocida representacion de una torsion del plano xy por me-
_dio del producto de dos niimeros complejos. ,Para ello basta su-
poner en la [5] que el eje de guo es el eje "de las 2, es dec1r,,
E=1=0, (=1 y resulta para s=5"=

i +- Jy = Tf’ (cos -(—’2)—— -k sen ~(;—> (fx + jy) (cos -g— -k sen %)}

<
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y efectuando las multiplicaciones indicadas.

iy = [z 4 i) cos 2o+ (i —iinson = Woos 2 — 1 con 21—
oy ~|~]y'—T [(zxﬂ—,w)cos 5 +(jr —7y)sen 2][90; 5 ksen 2]_

=77 [(w +JY) cos? % +2(jz —1y) sen% cos Lé'——(ix‘ +7¥) sen2—‘;i]

“

-—Tz(zx +jy)cos<u + (Jo — w)qenm—T"(cosm+ksenw)(zr+7ﬁ

Multiplicando, ahora, los dos mlembrod de esta tltima 1gual-,
dad por —i, obtenemos :

momRes, -

x4+ ky' = T2(cos o + k sen w) (% +ky)

y esta es, en efecto, la férmula de la multiplicacién de dos nu-
" meros complejos ‘ordinarios con. su interpretacién. como giro' de
una amplitud » seguido de una dilatacién de magnitud T?, sin
otra diferencia que la de aparecer k en lugar de la letra i que
~designa la umdad imaginaria M 1.

Volvamos de nuevo al eSpamo de tres dimensiones, y veamos
qué modificaciones deberé experimentar la férmula [1] para que
- Tepresente un giro sin dzlataczon para ello sustituiremos ', ¥
y z' porx . T vy . T?y 5. T y por consiguiente ¢' por q A
1 3
y recordando’ que p—1—=—]3- = ,}T— resulta como férmula de la sim-

ple rotacién :
i iy ke =p (ix 4 jyt ks) bt [6]
que no es ninguna particularizacién si con51deramos p como cua-

ternio de tensor 1:

-

p= cos%f‘r Sen%‘—(iz—l-jn + k2, de donde = —1—71?—1—3_?, =1;

¥, por lo tanto, se deduce la férmula [6] de la,[5] cuando en ésta
se hace T=1. Bajo esta forma apadrece la férmula- primeramente
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£n Cayley, afio 1845 (1). Exactamente como antes para el espauo
de cuatro dimensiones; se expresa en forma extremadamente scn-
cilla la composicion de dos totaciones. Si tenemos una iegunda
rotac1én de eje £, v, ¢y amplitud o

iy = (i Y 4 k)

-de donde
P = éosu—; + sen%—(ié’ +Jn+EkC)

vy se¢ obtiene en seguida:’
i iy ke =P p (i fy + k) pIp

-como expresidén de Ja rotacién resultante cuyo eje (8", v, ¢')y
amplitud o, se deducen de

&
2

p”.= cos —u:')— + 2B+ i+ k%7 sen —%— =p-p.
- : : . ~
*Con ello, tenemos de nuevo una sencilla y concisa éxpresion
de las formulas bastante complicadas para la composition de dvs
rotaciones 'y al mismo tiempo, por otra parte, puesto ‘que todo
.cuaternio puede ser considerado como versor de una rotacién
salvo un factor real (su tensor) Se tiene una traduccidn geométri-
ca sencilla de la mulidplicacion de cuaternios en la com)posicio'n
de rotaciones ; la no conmautatividad de la mulliplicacion de cua-
ternios corresponde entonces a la comocida cz"rcunstanma de que-
en la composicidn de rolaciones alrededor de un punto, no puede,
en general, cambiarse el orden de éstas sin que altere el resuliado.
" Al lector que desee informarse mads detalladam_ente,'sobrei el
-desarrollo histérico de la interpretacién expuesta y aplicaciones
de los cuaternios, asi como de la teorfa de las rotaciones de un
sistema coordenado, ‘le’ recomendamos una de las mas valiosas
memorias de Cayley sobre Dindmica : :
«Report on tre progress of the solution of certam special pro-
blems Of Dynamics» (2). :
: \ } :
(I} On ‘certain results relating. to quatermon: (Coﬂ pap_%l. 1889, pa-

gina 123). »
(2) Collect math papers, vol. 1X, pég 55, 2.° y sig. (Cambridge, 1891).



— 108 —

v

Vamos a terminar con algunas consideraciones generales so~. -
bre el valor y la extension de los ¢cuaternios. Hay aqui que dis-
tinguir entre la plopla maultiplicacion de cuaternios y €l cdlculo
geneml de cuaterntos. La primera es szemjwe algo extremada-
mente 4til como se desprende de las precedentes explicaciones.
El calculo general, tal como Hamilton lo concibid, considera adi-
ciones, multiplicaciones y divisiones de cuaternios en cualquier
orden de sucesién ; es decir, estudia el Algebra de los cuaternios
y si se -agregan los procesos infinitos, se puede llegar hasta a
una teotia de funciones de cualernios; si bien, debido a la falta
de la ley conmutativa, aparece todo de modo completamente dis-
tinto que en la teoria.de las variables complejas ordinarias, pero
puede asegurarse que estas wastas concepciones generales de
‘Hamilton no se han consolidado, es decir, que entre ellas y otras.
disciplinas de la matemética v sus aplicaciones no se ha llegado
a establecer el contacto y el intercambio de puntos de vista y
conceptos 'y, por con51gu1ente, que no dPsplertan el general in-
terés. :

Ocurre, sin embargo, en la matemética como en la vida hu-
mana : al lado del pensamiento tranqm]o y ob]etrvo de la mayo-
ria aparecen apasionados e individudles convencimientos ; as{ log
cuaternios no dejan de tener sus partidarios enlusiastas y sus.
apasionados adversarios. Los primeros, que se encuentran princi--
palmente én Inglaterra vy América, cuentan desde hace doce
afios con el fin de propagar miejor sus ideas, con una Lwa mun-
dial para el progreso de la teoria de los cuaternios, cuyo. actual
presidente es Sir Robert Ball y que como 1nst1tuc1on internacio-

nal ha sido fundada por el japonés Kimura, que hizo sus estu-
. dios en América. Estos entusiastas se prometen obtener de un
cultivo intensivo de los cuaternios grandes adelantos y aportacio--
a la matemdticia. Frente a ellos hay adversarios, que no quieren

ni oir hablar de los cuatetnios y llegan hasta exclujr la utilisi-
*ma multiplicacién ; paiten de la idea de que todo el calculo de

cuaternios equivale, en Gltimo término, al célculo con los cuatro-
componentes y que las unidades'y el convenio relafivo a su pro-
ducto son un lujo completamente superfluo. Yo creo que uno V.
otro partido estdn igualmente apartados del justo término medio.

&
B
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1V. Los niimeros complejos en la ensefianza

Dejando ya la teoria de los cuaternios, vamos a cerrar este ca-
pitulo con algunas observaciones sobre el papel que desempefian
estos conceptos en la ensefianza. A nadie se le ocurre llevar a
su grado secundario la teorfa de los cuaternios, ‘pero siempre se
habla en ellE de los nimeros complejos, x+1i y. Quizad no carez-
ca de interés que en lugar de extensas explicaciones de cémo
se practica esta ensefianza y cémo deblera practicarse, me refie-
‘ra aqui a tres libros de épocas diferentes que reflejan bien cdmo
se ha desarrollado histdricamente -esta ensefianza.

Aparece, en primer término, un libro de’ Kistner, matema-
tico que en la segunda mitad del siglo xvin disfruté de gran re-
nombre en Gotinga. Entonces se cursaban todavia en la Univer-
sidad algunas cosas de matemdticas elemenetales, que mas tarde,
hacia el afio treinta del siglo pasado, pasaron a la escuela, y, en
consecuencia, explicé Késtner también lecciones de matemati-
cas populares a las cuales concurrian un gran numero de profa-
nos.. Su libro, al que sirvieron de fundamento sus 1ec<31ones, se
titula Mathematische Anfangsgriinde (1), siendo de interés para
nuestro asunto la 2.* seccién de la 3.* parte: Anfangsgriinde der
Analysis endliche Grossen. Empieza en la pagina 20 la exposi-
cién de las cantidades imaginarias, poco mas o menos con estas
palabras: «Quien trata de hallar una raiz de indice par de una
-cantidad degativa, pretende un imposible; pues no existe nin-
guna cantidad negativa que’ sea potencia de exponente par».
Esto es, en efetto, cornpletamente correcto ; pero, Si segu1mos
leyendo, encontraremos en la péagina 34 este parrafo: «tales
raices se llaman imposibles o imaginarias», y sin que se preo-
cupe mas de justificar la cosa; opera tranquilamente con tales
magnitudes como con los nimeros ordinarios, a pesar de haber
negado antes su existencia, como si el dar un nombre bastase
para que, de pronto, pudiera utilizarse el absurdo. Como se ve,
hay aqui todavia un reflejo de la concepcién de Leibniz que
consideraba los numeros imaginarios como algo enteramente
- sin sentido, pero que de un modo mcomplensxb e conduce a re-
sultados utiles. ‘

Kiastner escribia, ademés, de modo muy ameno, pues su nom-

(1) Tercera ed. thtingen, 1794,
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bre es también conocido en Literatura como epigraméatico. Asi,
para citar un ejemplo entre muchos, en la iritroducci(’)n de este’
tomo, se extiende al hablar del orlgen de la pa labra Algebra,.
que, como indica el articulo Al, "viene det 4rabe. Un algebrista
serfa, segun Kdstner, un hombre que hace enteros a los quebra-
dos, y, por consiguiente, los trata como funciones facionales y
los pone con un mismo denominador, etc. ; primitivamente debié
de aplicarse el nombre a los- cirujanos que curan - fracturas de
‘huesos. Kistner cita a don Quijote que busca un algebrista para
que junte y nuevamente encaje en su sitio las rotas costillas. Lo
que no se sabe es si Cervantes empleé esta palabra conformén-
dose al lenguaje de la epoca o si solo la utilizé con fines sa-
tiricos.

Un segundo libro viene despues de bastantes afios, debido al
profesor berlinés M. Ohm, Versuch eines fuollstandzg konsequen-
. ten Sytemes der Uathemaizk ). Es un libro de tendencia ané- -
loga al de Kistner y muy difundido en su tiempo. Ohm se co-
loca, sin embargo, ya mucho més préximo a los modernos puAntos
de vista, pues enuncia explicitammente el principio de la amvplza-o
cion del campo de nimeros, y dice que lo mismo que los ntimeros

negativos, debe agregarse el simbolo »/—1 a los ntimeros reales
como un nufvo ente. La interpretacién'geométrica no aparece
en el libro ni-era conocida todavia 'de Ohm, pues la publicacién
del trabajo de Gauss, que la di6 a conocer, no se realizd has-
ta 1831. - :

Citemos, por ultimo, uno de' los muchos 1bros de texto mo-
dernos miés extendidos, Aufgabensammlung de Bardev (2). Aqui
se coloca en primer término el principio de extensidn del concep-
" to de nimero, y después se expone también la interpretacion geo-
métrica. Este parece, en efecto, ser el punto de.vista hoy general
en la ensefianza, aun cuando en algunos sitios quede detenida la
teoria en el grado precedente, y también creo yo que el modo
mas adecuado de tratar la cuestién en la ensefianza secundaria.
Sin fatigar al alumno con exposiciones sistematicas y, natural-
mente, omitiendo explicaciones demasiado légicas y abstractas,

(8] ‘Nueve tomios. Berlin, 1828, Bd. I (Arithm. u. Algebra), pag. 276.

(2) Nueva edicién publicada por F. Pietzkery O, Prester (5.* ed. Leipzig,
1907), pdg. 96 ¥ siguientes. )
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‘pueden darse los nidmeros complejos como una ampligcion’ del
sistema conocido de numeros, evitando toda apariencia misterio7,
. sa, y sobre todo ,acostumbrar al alumino a. la interpretacion geo-
- méirica e intuitiva en el plano compleja. .

* % *

Hemos: llegado con esto al final de la primera parte de nues-
- tro curso, la dedicada a la Aritmética. Antes de pasar a considera-
c‘iones.anél‘ogas sobre Algebra 'y el Analisis, agregaremos una
ojeada histérica que proyectard nueva luz, tanto sobre la materia
general de la ensefianza actual, como sobre lo que en ella qui-
siéramos mejorar. ’ '



INTERMEDIO

'SOBRE EL MODERNO DESARROLLO Y LA CONSTRUCCION
DE LA MATEMATICA

Permitan ustedes que parta de la observacién de que en la
Historia del desarrollo de la Matemdtica hasta el momento actual -
se pueden distinguir con toda precisién dos procesos diferentes,
que tan pronto se desarrollan ¢on absoluta separacién como, sin
perder su ‘independencia, corren paralelos o, finalmente, mutua-
mente se entrecruzan. Es dificil precisar, en una frase gréfica, la
.diferencia a que me refiero porque ninguno de ambos se ajusta a
las clasificaciones corrientes ; pero comprenderdn bien lo que digo
fijAndonos en un ejemplo, si les hago ver cémo se construyen los
capitulos elementales del szstema del Andlisis, atendiendo a cada -
uno de tales procesos.

Partiendo"de uno que, para abreviar, llamaremos pmceso A,
resulta el siguiente sistema, que es hoy el usual en la ensefianza
secundaria y en los tratados elementales:

1) ‘A la cabeza aparece la teoria formal de las ecuaciomes;
por lo tanto, las operaciones con . funciones racionales enteras y
el estudio de los casos en los cuales las ecuaciones algebraicas
pueden ser resucltas por wedio deé radicales. :

92) -Del estudio sistemdtico del concépto de potencia y sus in-
-versos, se derivan los logaritmos, que tan ventajosos resultan en
el cdlculo numéfico. _

3) Mientras que hasta aqui los desarrollos analiticos se han
mantenido vapartados de la Geometria, ahora presta ésta sus re-
cursos y con ello sumiinistra las primeras definiciones de una
segunda clase de funciones transcendentes, las trigonométricas,
.cuya teorfa ‘general se construye después como una disciplina
-especial.

4) Sigue en seguida el llamado «Anélisis a]gtbrmco», que



— 13— ,

ensefia a desarrollar en series infinilas las funciones mds senci-
llas ; se-consideran, entonces, la formula del binomio generali-
_ zada, la funcién logaritmica y su-inversa la funcidn exponencial,
asi como las funciones trigonoméiricas; también puede conside-
rarse como perteneciente al mismo la teoria gemeral de las se-
ries infinitas y de las operaciones con ellas. De aqui surgen las
" sorprendentes conexiones enlre las llamadas funciones elementa- .
les. transcendentes, y en particular la c'élebrevférmula de Euler :

e®=cosx+isenx.

Estas relaciones parecen tanto méas notables, cuanto que las
funciones” que enlazan habian sido definidas antes en campos
completamente diferentes de la matematica. :

5) Tuera ya de los cuadros de la ensefianza secundaria de
la matem4tica, se une en esta construccién, como continuacién
natural, la Teoria de Weierstrass de las funciones de wariable
- compleja, que parte’ de las series potenciales.

- Frente a este proceso, pongamos también en reducida sintesis
el siguiente esquema del segundo proceso B; en él domina, en
general, el pensamiento de la Geometria analitica que reclama una
fusion de los conceptos de mimero y espacio. Se empieza en-
‘tonces : .

1) Con la representacion grdfica de las funciones mds senci-
llas, de los polinomios y funciones racionales de una sola varia-
ble. Los puntos de interseccién de las curvas asi obtenidas con
el eje de abscisas ponen en evidencia los ceros del polinomio; y a
esto se une, de modo natural, la teoria de la resolucion numérica
de lag ecuaciones por medio de aproximaciones.

2) Las representaciones geomélricas de curvas son el origen
natural intuitivo de los conceptos de cociente diferencial y de in- '
tegral; al primero conduce la pendiente de la curva; al segundo
el drea de la superficie limitada por la curva, el eje de abscisas y
las ordenadas de dos puntos de aquélla. .

8) En todos los casos en que el proceso de integracidn (cua-
draturas, en el sentido estricto de la palabra) no se pueda realizar
explicitamiente por medio de funciones racionales, da origen
a nueyas funciones que de esta manera se introducen de un modo

8
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absolutamente natural. Asf la cuadratura de la hipérbola detine
logaritmo: ' . '

f" dx 1
1 x‘—ogoc,

en tanto que la cuadratura del circulo se reduce facilmente a la
- funcién inversa del seno:

= dr :
—— L arc Sell &
. Vi—a?

Sabido es que siguiendo el mismo proceso se llega a nuevas
y mas complicadas funciones, en particular a las funciones elip-
ticas. ‘ ' :

4) El desarrollo en serie de todas las funciones asi obtenidas
se realiza siguiendo un método geneml el conocido por la fér-

mula de Taylor.

5) Como una prolongacién de este método aparece después
la teoria de funciones de variable compleja, de Cauchy-Riemann ;
la cual se basa sobre .las ecuaciones diferenciales Hamadas de
Cauchy-Riemann o sobre la integral de Cauchy.

Si tratdramos de sintetizar el resultado de esta rapida ojeada
en pocas y precisas palabras, podria, quizés, decirse que en el pro-
ceso A la base es una concepcidn particularista de la ciencia, que
trata de descomponer todo el campo de la misina en una serie de
regiones bien delimitadas, en cada una de las cuales se opera evi-
tando todo lo posible acudir a los recursos que pueden obtenerse.
de las regiones proximas; su ideal es el de una bella y légica
cristalizacién de cada una de estas reglones en un cuerpo de
doctrina aislado. '

\ Contrariamente a esto, atribuye-el partidario de B Capnfal im-
j)ortancm a un enlace orgdnico de las diferentes 7egwnes de la
ciencia vy a los nWMerosos recursos que mutuam;ente se pmstan
unas y otras, y prefiere, segin esto, los métodos que le permiten
abarcar, d’es‘de un. punto de vista dnico, la comﬁmszo'n simultdnea
de varias regiones. Su ideal es la concepcmn de toda la ciencia
matemahca como un todo.

No se puede poner en duda cudl de las dos orlentac;ones tie-
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ne mayor vida propia y mejor puede adaptarse al discipulo que
no esté especificamente dotado para la abstraccién- matemética; )
Para cerciorarnos bien de esto; consideremos solamente el ejem-
plo de las funciones e® y senx, acerca del cual hemos de hablar
- més adelante y precisamente en este sentido. En el sistema A
(que es el que, por desgracia se sigue casi exclusivamente en
- la’ escuela) aparecen como completamente heterogéneas ambas
funciones: e” .junto con el logaritmo se presentan como un Co-
modo recurso ausciliar para el cdlculo nmuniérico y senx aparece
en la Geometria del trléngulo. ¢ Cémo va a comprenderse asi que
dichas funciones estén. tan intima y sencillamente relacionadas
y més aun, que en las mas diversas regiones, que no tienen que
ver lo més minimo con la técnica del cdlculo numérico ni con la
Geometria, se presenten come expresién natural de las leyes que
alli rigen? Cuén lejos van las posibilidades de sus aplicaciones,
lo muestran, de una parte, los nombres de funcién del interés o
ley del crecimiento orgdnico que se- atribuyen a e, y de otra, que
en todo cuanto se refiere a wibraciones, se reserva al sen« el pa-
pel central. En cambio, en el sistema B esto resulta completamen-
te natural y conforme a la significacion acordada desde el Pprinci-
pio a las funciones. Aqu1 e” y senx tiene el mismo origen, la
cuadratura de curvas sencillas, y partiendo de ellas se llega en
seguida, como més adelante veremos, a las ecuaciones diferencia-

. , S d?sen x :
les de los tipos mds sencillos —— = ¢°, —— =—senx, que
.o dx T da? ’

sirven de base a todas aquellas a’plicacione\s. .

Para la mds completa inteligencia del desarrollo de la mate-
mdtica debemos observar, todavia una tercera fase, que frecuen-
temente desempefia un papel de gran importancia al lado y
dentro de los mismos sistemas 4 y B. Nos referimas con esto a
lo que se designa con el nombre de algoritmo—palabra deriva-
da del nombre de un matemético 4rabe—que, en ultimo térmi-
no, es todo proceso formal de cdlculo, en particular el cdleulo
literal. Repetidamente hemos sefialado el influjo que en ‘el des-
arrollo de la ciencia ha tenido el procedimiento algoritmico como
una fuerza impulsiva interna de las férmulas independiente de
la intencién y de los conocimientos del matematico y aun, muy
frecuentemente, contraria' a sus deseos.
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“También en los comienzos del calculo infinitesimal, como ve-
remos, el algoritmo ha originado nuevos conceptos y operacio-
nes, a veces antes de que pudiera justificarse su admisién. Aun .
en la Matematica superior pueden estos procesos algoritmicos
reportar alguna utilidad, -y realmente la han reportado, de tal
modo, que miuy bien pueden considerarse como los cimientos del
edificio matemdtico. Equivale, por o tanto, a despreciar las en-
sefianzas de la historia, estimar, como a veces se hace ahora,
-estos métodos como simples degarrollos formales indignos de
_ atencién seria. , ‘

Parece convewiente apreciar mejor el contraste enire estas di-
ferentes direcciones de la obra matemdtica acudiendo a la histo-
ria de la matemdtica, siquiera hayamos de limitarnos a mencionar
los rasgos més salientes, porque ello bastard para ver la diferen-
cia esencial que existe entre los procesos A v B dentro de todo el
campo de la matemdtica de modo mdés claro que en lo que he-
mos dicho, refiriéndonos tan sélo al Andlisis.

Empezando por los cmtlguos griegos, encontramos una Com:-
pleta separacidn entre la matemdtica pura y la aplicada, ya esta-
blecida por Platén y Aristételes. A la matemética pura pertenecia,’
.ante todo, la conocida construccién euclidea de la Geometria ; en
la aplicada se atendia especialmente al calculo numérico que forma
la llamada Logistica (Asyos=ntmero en general, véase pag. 45)."
Indudablemente, se concedia a la Logistica valor muy escaso ;
prejuicio que, como se sabe, aun se tiene hoy, sobre todo entre
las gentes que no saben calcular numéricamente. Esta exigua im-
portancia dada a la Logistica, explica que se la estudiase junto
ccon la Trigonometria y el arte de la medicién practica de-las mag-
nitudes, que desde antiguo ha parecido al hombre, cosa vulgar,

“no distinguida ; algo parece, sin embargo, que se rehabilits, al
reconocer que sin ella no podia existir la Astronomia, ciencia
que, a pesar de sus relaciones con la Geodesia, ha sido siempre -
mirada como una de las disciplinas més elevadas.

Estas pocas observaciones bastan para advertir que la moda-
lidad cientifica de los griegos, con su rigurosa separacion de las
diferentes ramas de la Ciencia, que constitufa a cada una de éstas -
en un légico y rigido sistema, periencce por entero al proceso
coolulivo A.. No obstante no fueron extraiias a los griegos ten-
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dencias y métodos que encajan en el sentido B, que parecen haber
desempeifiado importante papel para fines euristicos y para una
primera comunicacién de sus investigaciones ; siquiera les pare-
ciese indispensable para la exposicién definitiva la forma 4, como
lo demuestra especialmente la memoria de Arquimedes reciente-
mente descubierta (1), en la cual expone sus calculos de volime-
nes de un modo absolutamente moderno y atrayente.

Al lado de los griegos trabajaron con fruto en la antlguedad
los indios, a los cuales debemios nuestro sistema de numeracidn
décimal, v, méas tarde, los érabes, como sus divulgadores; éstos
mismos fueron los Pprimeros iniciadores del calculo literal, Tales
progresos entran de lleno en el proceso algoritmico C.

Pasemos, ahora, al desarrollo de la Matematica en la edad
moderna. Hacia el afio 1500, poco mds o menos, podemos fijar el
punto de partida del remacimiento matematico, el cual ha traido
una considerable serie de grandes descubrimientos. Pueden ci-
tarse como ejemplo la férmula de resolucidn de la ecuacidn cibica
(férmula cardénica), contenida en el Ars Magna de Cardano,
publicada en Nuremberg en el afio 1545 ; obra de grandisimo va-
lor que se 'sale del marco de la antigua matématica y puede con-
siderarse como el germen del Algebra moderna. Es de notar que

-la obra no es un mérito exclusivo de Cardano, pues tanto la
férmula que lleva su nombre como otras incluidas en aquélla,
son tomadas de otros autores.

Desde 1550, aparece en primera linea el cdlculo trigonométri-
co; las necesidades de la Astronomia, en la cual sélo he de citar
el nombre de Copérnico, obligaron a publicar las primeras gran-
des tablas trigonométricas, a las cuales se une hacia el afio 1600
la exposicion de logaritmos. Las primeras tablas de logaritmos
que el escocés Napier (Neper) public en 1614, contienen precisa-
mente sélo los logaritmos de las funciones trigonométricas. Se
ve claramente que todo el desarrolld mateméatico en estos 100
-afios corresponde exactamente al proceso A.

Vengamos, ahora, a la edad moderna propiamente dicha, que
principia en el siglo xvii. Aqui aparece én todo la orientacién B.
En 1637 aparece la Geomelria Analztlca de Descartes -que crea el

(1) Véase Hezbevg y_Zeuthen. Eine neue Schrift des Archimedes, Leip-
7ig 1907, publicado en «Bibliotheca matemétlca», serie 3.2, tome VIII. -
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‘enlace, fundamental para toda la Matemdtica, entre el nimero y

el espacio (2). Poco después, aparecen los dos grandes problemas

del siglo xvi1, el problema de las tangentes y el de las cuadraturas,

es decir, los problemas fundamentales del cdlculo diferencial y del
integral, respectivamente, Para la constitucién del célculo dife-

rencial e integral propiamente dichos, sélo faltaba ya el cono-

cimiento de que ambos problemas se hallan estrictamente ligados, "
de tal modo que el wno es el reciproco.del otro; éste parece ser el
germen de los grandes progresos reahzados al final de este
siglo xvi1. Antes, sin embargo, en el transcurso del mismo siglo
nacid también la teoria de las series infinitas y, en particular, de
las series potenciales; pero no como una disciplina independiente
en el sentido del Andlisis algebraico actual, sino -intimamente
unida ‘al problemia de las cuadraturas. Nicolds Mercator (latini-
zacién del apellido alemdn Kaufmann, afios 1620-1687) que nada
tiene que ver con el inventor, un siglo antes, de la llamada pro-
yeccién de Mercator, abri6é aqui el camino ; él tuvo la audaz idea
de obtener el desarrollo en serie de log (1+x) efectuando la divi-

si6n expresada por el quebrado e intgrando término a lér-

, +z
mino. la serie originada :
a2 a3

Tog (142 = [”—’—f (L~ — . ) do= x'——+—~.
Jo 1+x 3

Este es exactamente el contenido de su razonamiento; aun
cuando, naturalmente, no utilizase nuestros sencillos ‘signos [,
dx, etc., y emiplease, por el contrarlo, un lenguaje mucho mas
complicado.

De este proceso se aduefi6 pronto, en 1600, I. Newlon (1642-
1726), que habia dado la serie del binomio geneml claro es que

- procedid por analogla con el conocido y sencillisimo caso del ex-
ponente entero, sin tener ninguna demostracién rigurosa de esta
serie, y aun desconociendo los limites de validez de la misma, lo
cual encaja de lleno dentro del proceso algomimwo C. Aplicando

1

Newton esta serle al caso concreto =(1-2?% ° obtiene,

1 — a2

(2) Una nueva edicién cémodamente manejable de esta obra, se pu-
blic6 en Paris el afio 1886. (R. Descartes, La Géométrie.)
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=arcsenx;

_procediendo como Mercator, la serie para / ]/

y por una hébil inversidn de esia serie, asi como de fa del log =%,
entuentra las series para senx y e°. Como final de esta cadena
de descubrimientos aparece el método general para el desarrollo
de funciones en serie potencial dado por Taylor (1685-1731) el
afio’ 1714. '

La formacion del calculo infinitesimal propiamente dicho, rea-
lizada al final del siglo Xvi1, a que brevemiente vamos a referirnos,
débese, como es sabido, a E. W. Leibniz (1646-1716), y Newton.
En éste aparece la idea fundamental de la fluxidn: dos varia-
bles x e y consideradas como funciones ¢(t) y ¢(t) del tiempo,
fluyen, por decirlo asi, mientras transcurre el tiempo ; en conse-
cuencia, llamaba Newton a las variables fluentes, y lo que nos-
otro$ llamamos cociente diferencial, él lo designaba como flu-

xién , y ; todo lo cual, como se ve, estaba basado en la intuicidn.

“Algo semejante es la exposicién de Leibniz, cuya priniera pu-
blicacién aparecié en el afio 1684. Leibniz sefiala como su més
importante descubrimiento, que llama ptincipio de la continuidad .
en todo fendmeno natural, la proposicién : Natura non facit sal-
tumi; y sobre esta concepcién de la naturaleza apoya sus desarro-
1los matematicos ; estamos, pues; nuevamente ante un rasgo tipico
del sistema B. Por lo demés, adviértese en Leibniz una muy
marcada influencia del Algoritmo C; a é1 debemos las valiosas
notaciones dx y [ f(x) dx. ,

En conjunto, se deduce como resultado de esta rdpida ojeada,
que los grandes descubrimientos del siglo XVII pertenecen casi
exclusivamente al proceso evolutivo B.

En el 51glo XvIIi continda este periodo de descubrimientos, Si-
guiendo la misma direccidon; como nombres, los més esclarecidos
de esta época, hay que citar L. Euler (1707-1783) y I. [ Lagran-
ge (1736-1813). :

Se construyen en este siglo, no hablando, para abreviar, sino
de lo m4s saliente : la teoréa de las ecuaciones diferenciales en su
sentido mds genmeral, incluyendo el cdlculo de wariaciones, asi
como la Geometria analitica y la Mecdnica analitica.

En todas partes se echa'de ver un progreso extraordmano
como ocurrié en la Geografia, después del descubrimiento de
América, que primero fueron explorados y recorridos en todas
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direccignes los nuevos paises sin pararse en determinar exacta-
mente la situacién y limites de los mismos, hasta el punto de te-
nerse en los primeros tiempos falsas ideas sobre su situacién gene-, -
ral (Colén mismo creyd, al principio, haber hallado el oeste de
Asia), asf también en los dominios recientemente conquistados en
el continente del célculo infinitesimal se estaba muy lejos de una
orientacién satisfactoriamente légica, y hasta, al examinar sus re-
laciones con las disciplinas bien conocidas de antiguo, se daban
frecuentes errores y francas contradicciones, teniéndose al Célcu-
lo infinitesimal por algo transcendente y misterioso que no con-
sentia absolutamente ningtn analisis 16gico. Cuan poco estable y
seguro era el piso en que se movian, se dejé ver bien claramente:
en cuanto se quisieron exponer al alcance de todos en libros di--
,déclticos estas nuevas adquisiciones; entonces se vié en seguida-
que la orientacién B, que hasta entonces habia prevalecido, no
podia seguir siendo utilizada. Euler fué quien primero la abando-
né. No es seguramente que tuviera Euler ningtin reparo mental
contra el Célculo irffinitesimal ; pero ofrecia, segiin su opinién,
tantas dificultades y dudas a los principiantes, que examinado-
desde este punto de vista, que pudiéramos llamar pedagégico,
considerd conveniente hacefle preceder en su obra: Infroductio
in analysis ‘infinitorum, afio 1748, de aquellas disciplinas que
hoy llamamos Andlisis algebraico, en donde exponia, en particu-
lar, la teoria de las series infinitas y de otros procesos indefini--
dos del Célculo; elementos que ulteriormente han servido de
base'y fundamento al Céalculo infinitesimal.

Un camino mucho més radical abrié Lagrange, cincuenta
afios mis tarde, en su Theorie des funclions analytiques del afio
1797 ; acallé sus escripulos sobre la fundamentacién que en su
época se hacia del Célculo infinitesimal, no reconociendo en él
el caracter de una disciplina matemética, dejandolo subsistir so-
lamente como un conjunto de reglas formales aplicables a ciertas.
funciones especialés. Consideraba’ exclusivamente aquellas fun-
ciones definidas po? su desarrollo en serie potencial:

fx)=a,+a,x+a,x*+...

y las llamaba funciones analiticas, queriendo expresar con ello,
que son las que en Andlisis pueden aparecer y con las cua-



— 121 —

les se puede trabajar e investigar. La derivada dz esta f(x) estd.
enlonces definida de un modo puramente formal per una segun-- -
da serie potencial, como veremos més tarde, y con la intima rela-

cién de ambas series se ocupa el Célculo diferencial ¢ integral-

Con esta limitacién a consideraciones puramente formales se lle-

garon a desvanecer por aquel tiempo toda una serie de dificulta--
des que de otro modo no podian ser orilladas.

Claramente se ve, que esta orientacion de Euler y de Lagran-
ge pertenecen completamente al proceso A; pues el desarrollo
intuitivg y gemético viene. reemplasado por un circulo de pensa-
mientos ldogicamente cerrado en si mismo. Estas dos obras han
ejercido una influencia enorme en la ensefianza Secundaria, v
cuando hoy se explican en ella series infinitas o resuelven ecua-
“ciones por desarrollos en serie segtin el método de coeficientes
indeterminados, desechando los recursos del Cdlculo diferencial
¢ integral, aparece influida por las citadas obras de Euler y
Lagrange. ' L

En el siglo x1x, al cual venimos ahora, se tiende a buscar-
una base sélida al Amdlisis superior por medio de los crilerios
de convergencia, de los cuales nadie se habia preocupado antes.
En el siglo xvin dominaba aqui un estado «paradisiaco», en el
que no se cuidaban de distinguir la convergencia, ni la diver-
. gencia, y aun en el ‘mismo Euler, en su libro ya citado, aparecen
series convergentes y divergentes en amigable consprcio. Pronto
se dan, al principio del siglo X1X, por Gauss (1777-1855) y Abel
(1802-1829), las primeras investigaciones precisas sobre la con-
vergencia de las series, y Cauchy (1879-1857) desarrolla en libros
y conferencias, en el afio 1820, la primera fundamentacidn exac-
ta del cdloulo infinitesimal en el sentido moderno.
~ Cauchy no sélo da la definicidn rigurosa_ de la derivada y de
la integral como limites de cocientes y sumas infinitas, respecti-
. vamente, como ya antes se habia hecho ocasionalmente, sino que
por primeré vez construye sobre ellas, mediante el famoso teo-
rema de la media, una sistematizacion ldgica del cdlculo infinite-
simal; méas tarde volveremos a tratar con mdas detalle este
asunto. .

Estas teorias estdn.dentro de la orientacidn A, puesto que han
logrado ordenar légicamente el material de doctrina de esta dis-
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ciplina con entera independencia de las demds; pero por esto
no han alcanzado ninguna influericia sobre la ensefiansza, aunque
son muy apropiadas para desvanecer los antiguos prejuicios que
se abrigaban contra el Calculo diferencial e integral.

Sobre el ulterior desarrollo de la Matemdtica en el siglo XIx,
vamos a circunscribirnos a lo mds esencial. Son de citar, en pri-
mer término, algunos progresos alcanzados en la orientacidn B:
Geomelria proyectiva, Fisica matemdtica y Teoria de funciones
de variable comple]a segun Cauchy y- Riemann. Los iniciadores
de estas tres grandes regiones fueron primeramente los france-
'ses. Y séame permitida en este punto una pequefia digresién.so-
bre el estilo de la exposicidn matemidtica.

En Euclides aparece todo cristalizado bajo el siguiente esque-
ma: c«hipdtesis, tesis y demostracién», apareciendo a veces la
«determinacién» (limitaciones de la ‘regién dentro de la cual son
validas las consideraciones expuestas). Pudiera creerse que la ex-
posicién de la matemdtica no puede salirse de este marco; pero
precisamente en el periodo que estamos considerando se forma,
especialmente entre los franceses, una nueva forma artistica de
exposicidn malemdlica, la-cual aparece integrada por una serie
de deducciones ingenioSamente eslibonadas ; las obras de Movige
y para citar obras modernas, el' « Traité d'Analyse»,- de Picard,
se leen con el mismo encanto que una novela de magnifico estilo
y de atrayente argumento: Este estilo parece apropiade a la orien-
tacion B; en cambio, la exposicidn euclidiana se acomoda me]m'
al proceso A. , -

. Entre los alemanes, que han aportado grandes descubrimien-
tos en las regiones ya mencionadas, son de citar : .Jacobi (1804-
1854) y Riemann (1826-1866), y en tiempos mas modernos pode-
mos agregar los nombres de Clebsch (1833‘-1872\ y del noruego
Sophus Lie (1842-1899) ; todos los cuales trabajaron especialmen-
te en la orientacién B, y sélo de vez en cuando se dejan percibir
en ellos algunas conmderacmnes desenvueltas bajo forma al-
goritmica. : .

En 1860 empieza Weiersirass sus lecciones en la Universidad
de Berlin y con ¢l surge de nuevo aquel método de exposicién’
que simbolizamos por la letra 4, como se revela clalamente en
su Teoria de las funciones de variable comple]a, que yo mismo
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he explicado en el sentido 4. Igualmente pertenecen al tipo 4
‘las modernas investigaciones sobre los axiomas de la Geometria;
tratase aqui de investigaciones de indole completamente eucli-
diana que hasta en su exposicién se aproximan bastante al
mencionado molde. "

Con esto ponemos punto final a esta breve o;eada histérica,
de cuyos.resultados dedtcese la consecuencia de que en los tlti-
mos siglos de actividad matemdtica que registra la histora, las
dos direcciones fundamentales del . pensamiento matemdtico se

' han mostmdo -COM0 zgualmente fecundas; actuando alternativa-
',mente, vy muchas veces simultdneamente, hicieron surgir precisa-
mente de esta conjuncion los mds grandes progresos que la ma-
" temidtica registra. _ : ) \

- La matematica presentard un desarrollo arménico en todas -
direcciones, siempre que ninguna de las dos arientaciones ya- se-
fialadas sea preterida o despreciada. Cada matemdtico debe, pues,
trabajar en la direccidén que le senalan sus dotes y su-idiosincra-
sia intelectual.

En la ensefianza secundana se encuentra, desgraciadamente,
predominando désde hace largo tiempo la direccion A. Todo mo-
~ vimiento, de reforma que se pueda mirar como saludable debe dar
una entrada mds amplia al sistema B. Con ello quiero expresar
la conveniencia de que vaya penetrdndose la ensefianza del espi-
ritu. que encarna el proceso genético, de que se acentlie con mas
relieve la intuicion espacial como tal y, en especial, para dar
anticipadamente el concepio de funcidn con la fusidn de los con-
ceptos espacio y nimero, Para servir esta tendencia he dado estas
-conferencias, y. con tanta’ mds razén cuanto que libtos elemen-
tales, como los que aqui frecuentemente hemos. comentado -de
Weber-Wellstein, Tropfke, M. Simon, casi exclusivamente pre-
sentan la orientacién A. Yo he hecho ver este contraste ya en
la introduccién de estas conferencias. ) .





